Modele systemoéw
dynamicznych

Wyktad 2. Opisy sygnatéow



Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka

itp.
P doskonalenie

(poprawa) modelu [*




Co to jest system?

s> System to byt przejawiajacy istnienie przez synergiczne
wspotdziatanie swych czesci.

s> System to zbidr (zespol, kompleks) wspoldziatajacych ze soba
elementow, stanowiacy celowo zorientowana jedna calosc.
Elementy systemu posiadaja pewne wilasciwosci lub atrybuty oraz
znajduja sie¢ w okreslonych relacjach (zwigzkach) miedzy soba.

s> System to byt bedacy zbiorem elementow z okreSlonymi
wlasciwosciami i relacjami, stanowiacy jedna celowosciowa catos¢.

s> System to zbidr wzajemnie zaleznych elementéw pracujacych
razem dla pewnego wspodlnego celu.

s> System jest zbiorem elementoéw tworzacych ztozong catosé,
zwigzanych zalezno$ciami funkcjonalnymi i posiadajacym
okreslony cel (zamyst) np. system transportowy.



Co to jest system?
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Analiza systemowa

s> Analiza systemowa - zbiér metod i technik
wspomagajacych analize, projektowanie, zarzadzanie i
sterowanie w zlozonych sytuacjach

o Systematyczny sposob analizy ztozonych probleméw w celu
osiagniecia okreslonego celu

o Opracowanie propozycji r6znych rozwigzan z uwzglednieniem
zlozonego celu oraz wielu kryteriow oceny rozwigzania

o Wspomaganie decydenta w wyborze optymalnego rozwigzania
sposrod wielu mozliwosci



Opis systemu ztozonego

(1) (1)
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(2) - 8) yg) (3)
X o O, v >
(2)
U, vy

Przykiad systemu zlozonego



Elementy (komponenty) systemu

- procesy w systemach

s> Elementy (komponenty) systemu - dziatajace czeSci
systemu skladajgcego sie z wejscia 1 wyjscia.
s> Elementy maja nastepujace witasciwosci:

o wilasciwosci i zachowanie kazdego elementu systemu oddziatuje
na wtasciwosci i zachowanie systemu jako catosci,

o wilasciwosci i zachowanie kazdego elementu systemu zalezy od
wlasciwosci i zachowania co najmniej jednego innego elementu
systemu,

o kazdy mozliwy podsystem ma powyzsze wtasciwosci, nie ma
mozliwosci podzialu elementéw na niezalezne podsystemy.

Wilasciwosci te zapewniaja, ze zbiér komponentéw skladajacych sie na system, zawsze
ma pewna charakterystyke albo zachowanie, ktére nie moze by¢ wykazywane przez
jakis$ z podsysteméw. System to co$ wiecej niz suma jego komponentéw. Elementy
systemu same moga by¢ systemami i kazdy system moze by¢ czesciag wiekszego w
hierarchii systemu.



Okreslenie obiektu

q OBIEKT

U - wejscie

Yy -wyjscie

U - zakldcenia mierzalne

7y - zaklocenia niemierzalne



Przypadek statyczny

JZ

u y
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Przypadek statyczny
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Przypadek Dynamiczny

t t
u(—)» OBIEKT —y()
u, Y

u(t) - Sygnal wejsciowy (ciggty)
S f(t) - Sygnat ciagly
y(t) - Sygnal wyjsciowy (ciggty)

u

n

- Sygnal wejsciowy (dyskretny) f - Sygnat dyskretny

y, -Sygnat wyjsciowy(dyskretny)



Sygnaty Ciggle




Sygnaty ciagte

Funkcja f(t), dla ktorej f (t) =0 dla t<0

f(t) 1

/\/\E




Czesto uzywane sygnaty ciagte

o (t) - Delta Dirac’a

daf loo, t=0
olt)=
t {O, t=0

1(t) - Skok jednostkowy

1(t):{1, t>0

0, t<O




Czesto uzywane sygnaty ciagte

. —at a;
Asin ot - sygnat sinusoidalny e “Sinwt - ttumiony sygnat sinusoidalny




Transformata Laplace’a

Rozwazmy funkcje f(t), dla ktérej f (t) =0 dla t<O0

Dla kazdego t, ‘ f (t){ <o zachodzi J- f(t)-edt<oo

f(t) 1

/\/\E

Definicja transformaty Laplace’a:
F(s)=2[F(O] = [ f(t)-eat

gdzie: S - Zmienna zespolona: S=0+ j@




Transformata Laplace’a

Odwrotna transformata Laplace’a

f

1 + oo
f ZHF(s)|= — .e%ds
(t)=<*[F( ﬂjfj

flt) — F(s)
przeksztalcenia
f't) <«  F'(s)



5@)"2{2 0 THe-ul-t - 1)

—Q0

AS@] = [ 8(D)e=tdt = [ 8(t — 0)e~tdt = e=50 = ¢0 =

1(t)={1’ t>0

0, t<0

f/[l(t)] _ J-OOO l(t)e_Stdt — foooe_stdt — _%e—St OOO —

1 1 1 1
= lim (——e‘St) — (——e‘sxo) =0+—=-—
t—oo S S S S



Transformata Laplace’a

o(t) 1
1
1(t) s
1
1(t)t :
tk—l 1
O s*
ot 1
1(t)e s+a
. w
1(t) sin wt o
1(t) cos wt S
S"t+w




Transformata Laplace’a

1. Liniowo0S¢:

Zla,f,(t)+a, 1, (1) = a, [ f,(t)]+ &, <[ f,(t)| = aFi(s)+ a,F (s)

0

_ Tal f,(t)edt +]9a2 fo(t)e*dt=a,| f,(t)edt+ aZT f,(t)edt = a, | f,(t)]+a, <[ f,(t)]

0



Transformata Laplace’a

2. Pochodna sygnatu:
a) Pierwsza pochodna g[f ,(t)] _ Sg[f (t)]— f (O)

Powed o (t)] = T F/(t)e " dt

Calkujac przez czesci, gdzie h(t) —e ™ . h’(t) = —Se_St, otrzymujemy:
[ e dt=[f O], - FONOdt=[f e ] [ fO)-se )t
0 0 0

Zakladajac, ze Re(s) >0 otrzymujemy:

lim f (t)e™ — f(0)e " + sT f(t)e™ dt =sZ|[f(t)]- f(0)



Transformata Laplace’a

2. Pochodna sygnatu:
b) Druga pochodna

Z|1"(t)] = s*Z| f (t)]-sf (0)— £'(0)

Z[f"(t)]=s<Z['(t)]- £'(0) = s(sZ[f (t)]- f (0)- f'(0) =
= 27| (t)]-sf (0)— f'(0)



Transformata Laplace’a

2. Pochodna sygnatu:
¢) Pochodna N - tego rzedu
Z ()| = s £ (t)]-s""F(0)-s"?£'(0)—...— " (0)
Dowod:
2100 =s< [t W) ()

ZF ™) =522t 2 (t)]- £ 2 (0)-sf "2(0)
21 O1)] = s22[F 2 (t)]- £ (0)-sf "2 (0)-s2f "I (0)



Transformata Laplace’a

3. Transformata catki sygnatu

g_j f(T)dT_ =%3[f(t)]

Dowaod: L0

Niech: h(t) j dT Zauwazmy, ze h(0)=0 oraz h'(t) = f(t). Zatem:

Z[W )] =s<[h(t)]-h(0) =szfh(t)]  codse
gjh(t)]:%g[hr(t)] A po podstawieniu

S

g{j f(f)df} L)



Transformata Laplace’a

4. Mnozenie funkcji przez czas - t :

i (] = 2] 0)]

Dowod: dS

——Zft)l=—— | f@)e Sdt=—| —e ™ f(t)dt = | te ™ f (t)dt =
i 2T Ol=— o [ tdt=—[ et at=fre ()

= th (t)e™dt = Z|tf (t)]



Transformata Laplace’a

5. Dzielenie funkgji przez czas t :

3[@} = Tg[f (t)|ds
Dowod: S
Iﬁf [f(t)]ds = T@ f (t)eStdtjds _ I f(t) ]jeS‘dSJdt - I [ (t)(— % = ]:Ojdt _

T 1 @) (1)
=!f(t)(0+;e jdt:!Te dt:g_T}




Transformata Laplace’a

6. Mnozenie funkgji przez e :

Zle* f(t)|= F(s—a)

Dowod:

e £ (1) = [ £ (e *dt = [e* (Ot = [ 1 (Ot = F (s —a)

0



Transformata Laplace’a

7. Zmiana skali czasu:

Qf[f(at)]:éF(gj, e a>0

Dowod: g[f at jf(at)e stdt

Podstawiajac X=at czyli t= 5, dt = dx otrzymujemy:

a a

jf(x)e"% 1 f(x)eadx—llr(j
a as a \a



Transformata Laplace’a

8. Przesuniecie w czasie

f(t) 1




Transformata Laplace’a

8. Przesuniecie w czasie:

ZH(t-t,)2t—t;)| = Z[f (1))

Dowod:

Zft-t,)-1t-t,)] :T ft—t,) 2t —t, e dt :ojo f(t—t,)e dt

podstawiajac 7 =1 —1; otrzymujemy:

o0 o0

[ (o= Wdr=[f(r)e™edr=e[ f(r)e"dr = 2[f (t)]
0

0 0



Transformata Laplace’a

df ¢

9. Splot funkdji- f,(t)* f,(t)= j f(t—7)f,(z)dz
0

Z[f,(t)= ()= j ft-7)f,(r)dr |= Z[f,O]Z]f, 1]

Dowod:
Zauwazmy, ze f,(t—7)1(t—7) =0 dla 7>t czyli:

jfl(t—r) fz(r)d»c:j f,(t—7)l(t—7)f,(r)dr

Zatem:

o0

gﬁ f,(t—7)f,(r)d z} = gﬁ f(t—7)1(t—7)f,(z)d z} = J‘e_s{j3 f,(t—7)l(t—7)f,(r)d7r |dt

0



Transformata Laplace’a

Dowod cd.:

Podstawiajac t—7 =1, dt=dA oraz zamieniajac kolejnos¢ catkowania:

OO

:. f(ﬂ,)e—s(/ﬁ )dlj’f (Z')dT jf(l)e s/‘td/lj‘f (T)e_s dr —

—93[1‘ 0 ]<[f, (t)]



Transformata Laplace’a

Y v-1
F(s)— s'b,+s"b,_,+---+sb +Db,

=— — o m=2v
s'+a, .S +---+a5+a,

S, - i-ty pierwiastek wielomianu w mianowniku, wszystkie pierwiastki sg jednokrotne,
m - liczba r6znych pierwiastkow

v v-1
F(s)= s'b,+s"b,_,+---+sb +Db,

o (s=s)(s=s) e (s=s,)

m:=v




Transformata Laplace’a

F(s)= s'b, +s'h,_, +---+sh, +D,
T am m-1 ’
s"+a_,S" T+ +a,5+a,

ZZ SRIGEE) ) e

i=1 j—l i-1 j-1 \J

S; - i-ty pierwiastek wielomianu w mianowniku, ;- liczba i-tych pierwiastkow,
r - liczba r6znych pierwiastkow

<! - | =1(t)~

(S_Si)J




flt) - F(s)
przeksztafcenia
f't) <«  F's)



d?y(t) dy(t) _ _ dy(t) _

= T 3 s 2y(t) =6(t), y(0) =0, 2 |p—o= 0,
s?Y(s) +3sY(s) +2Y(s) =1 - Y(s) = 1 y(t) =?

_ s2+4+3s+2 '
—3F1
A=9—4x2=15,=—7—=-2-1
V(s) = Oxs+1 _ Aq N A, :(A1+A2)s+2A1+A2
(s+1D(s+2) ((+1) (s+2) (s+1)(s+2)
A + Ay=0, A, = —Ay,
241+ A =1, —24,+4,=1, A2=-1, A =1,

Y(s) = ! — - - —1 -t _1 —2t
" G+1) (s+2) y(t) = 1(t)e " — 1(t)e




Przypadek Dynamiczny

t t
u(—)» OBIEKT —y()
u, Y

u(t) - Sygnal wejsciowy (ciggty)
S f(t) - Sygnat ciagly
y(t) - Sygnal wyjsciowy (ciggty)

u

n

- Sygnal wejsciowy (dyskretny) f - Sygnat dyskretny

y, -Sygnat wyjsciowy(dyskretny)



Sygnaly Dyskretne

Transformata re




Czesto spotykane sygnaty dyskretne

5n - Delta Kroneckera . Wtasnos¢:
1, n=0 N _
5n = n Zan—kan—k = 8
0, nz0 n=—o0

1n - Dyskretny skok jednostkowy

{L n>0
1 =

n O’ n<0 9000000 o

esssass




Frequently used discrete signals (2)

Asinon - Dyskretny sygnat sinusoidalny




Transformata &

Rozwazmy ciag liczbowy f, dlaktérego f,=0 dla n<0

n

Dla kazdego n, |f|<oo zachodzi lim\f z™"|=0

n—oo

Z - zmienna zespolona: Z=0+ @



Transformata &

Definicja transformaty X

F(z)zgf[fn]dzf nf(;fnz‘”

Odwrotna transformata X :



1, n=0
o, =
{O, n=0

26 =¥8 08,z " =12"4+0xz 1 +0xz 2+ =1
1, n>0

1 =
{Q n<0

Vo?j{ln} — Z;?:o 1nZ_n =1z %+1xz1l+1xz2+4+...=

=14z 14272423+ = = —
Suma ciggu geometrycznego

0o n — 4o _ o
n=0 40q T aps=1, gq=2z



Transformata &

L
1” z—1
Z
1,-n =
2
7°+1
1 -n®
“ -1y
Z
n
1,-a —
) ZSinw
1” Sihon 7> —2zc0sw+1
1 -CoS N 7> —7c0sw
" 72 —2z7c0sw+1




Transformata &

f > F(z)

n

przeksztafcenia
f' <~ F ’(z)

n



Transformata &

o Z |af, +bg, |=aZ|f,|+bZ]g, ]

Dowod:

Z|af, +bg, | = Z (af +bg, )z

i(af z‘”+bgnz‘“):

=0

=i f z +i by z” =a2fnz +ngnz‘”=a%[fn]+b%[gn]
n=0 n=0 n=0 n=0



Transformata &

2. Przesuniecie wprzod
f A

n

n+m




Transformata &

2. Przesuniecie wprzdéd :

_ - _
%[fmm]zzm %[fn]_szz_k
_ k=0 _

Dowad:

Dla m=1 %[fnﬂ]:z fn+1z_n Niech j=n+1:
n=0

n_ S S S
foz"=) fz"=>fzlz=2) fz7' =
=1 =1 =1

Mz

Il
()

n

. z{i f2io fozo} _ 2t |- 1]



2. Przesuniecie wprzdod:

Transformata &

_ - _
%[fmm]zzm %[fn]_szz_k
i k=0 _

Dla M=2 %[fnJrz]:anJrzz_n Niechj=n+2:
n=0

o0 o0

i foiaZ " :Z sz_m :Z ‘c,-Z_"z2 = ZZZ f,-Z‘j —

n=0 J:2 J:2 J:2

=z° i sz_j ~f,2° - fz7 | = 22[%[fn]_ fo - flz_l]

j=0



Transformata &

2. Przesuniecie wprzod:

SSRGS

K] =22 £ ] fo]
%:fn+2] = ZZ[%[fn]_ fo — flz_l]
%:fn+3] = 23[%[fn]_ fO B flz_l_ fZZ_z]

Dowod:




Transformata &

3. Przesuniecie wstecz

fn
H
. | ¢
I |
] |
0 n
m
fnm :
. 4
-
!
m n




Transformata &

3. Przesuniecie wstecz:

o nl=2"211,]

Dowod:

Dla m=1: X[f._,|= anlz Niech j=n-1:

:E: f .z :E: fz7 ™ :E: fzlzt =2 :E: fz)
n=0

Poniewaz f; =0 « ] <0 ,otrzymujemy:

z‘li f.z7) = z‘li f.zl =221, ]
=1 j=0



Transformata &

3. Przesuniecie wstecz:

o nl=2"211,]

Dowod:

Dla m:Z:%[fn_z]Iifn_ZZ_n Niech j=n—-2:
n=0

o0

n=0 j=——2 =

j=—2

Poniewaz f; =0 « ] <0 ,otrzymujemy:



Transformata &

3. Przesuniecie wstecz:
__ =—M
2 f, =221, ]
Dowod:
fou] =271, ]
foo] =27,




Transformata &




Transformata &

5. Mnozenie przez a ":

2la"t, |=F(az)

Dowod:

2la"f, | = Za fz _foaz F(az)



Transformata &

df _n
6. Transformata splotu fn * g n— Z fk g n—k
k=0

< Z fkgn—k :%[fn]%[gn]
| k=0 ]

Dowdd: )
X Z 1:kgn k:| :Z(Z fkgn—ka_n :Z(Z 1:kgnkan —
k=0 n=0 \ k=0 n=0 \_k=0
Niech r=n-k : :kZ:OnZ:(;fkgn_kz_ = fknzzogn—kz_



Transformata £

v v-1
F(2) z'b,+z27b, ,+--+2zb +D,

= — — , Mz2vy
Z +am_1Z +---+a12+a0
S.- i-th pierwiastek i=1,2, ..., m
m - liczba pierwiastkow
v v-1"
|:(Z):zbv+z bv_1+---+zb1+b0’ >
(2-5)(z=5,)- (z-s,)
= z Z Z Z
S AL AL AL A
i=

) (2-s) (2-s,)  (z-s,)
1:n :Zln AiSin :1n Alsln +1n AZSQ T ”'+1nSrI:1Am
i=1



Transformata &

X(z) = ! X, =277
(z+1)(Bz+ 1)’ L
X(Z) _ 0z+1 _ Al n Az _ 3A12 + Al + Az + AzZ
(z+1)3z+1) (=+1) @Bz+1) (z+1)(3z+ 1)

3A12 +A22 — 0, A]_ +A2 =1
A, = —34, A+ =34, =14, =—2, A, ==,
1 3 1

(Z)“(z+1)+(3z+1)‘(z+1)+(3z+1)‘_EE(z+1)+§E( 1)

VA +§
1 1/ 1\" !

N W




Transformata &




Dziekuje za uwage
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