Modele systemoéw
dynamicznych

Wyktad 3. Typowe opisy obiektow



Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka

itp.
P doskonalenie

(poprawa) modelu [*




Elementy (komponenty) systemu

- dzialajgce czeSci

benzen
b surowy kwas
R acetylosalicylowy (I rzut) >
kwas salicylowy . roztwor krystalizacja 1 . aspiryna
»  acylowanie filtracja tug pokrystaliczny suszenie
bezwodnik octowy > ——————P —p

surowy kwas

| TO0ZpUSZCzanie acetylosalicylowy (]] rzut)

krystalizacja 11
— 1 filtracja

kwas octowy,
benzen,
zanieczyszczenia

benzen

System produkcji aspiryny



Elementy (komponenty) systemu

- dzialajgce czeSci

U > yl u®
u® y(l) L 5 2 4 g y(l)
> O O < @) O - >
u1(3) 1 I b} B2 u, 4
- @
ne 0

@ O @

u Y.

3 > 3 3 >

Przyktad systemu ztozonego — produkcja aspiryny



Typowe opisy procesow

Proces

U - wejscie

Yy -wyjscie

U - zakldcenia mierzalne

7y - zaklocenia niemierzalne



Typowe opisy

charakterystyka statyczna

y=F(u,6,z2)

l Z
y=F(,0,2); 2=z, | ,
— Fu,0,2) ——

Y eemmmemmeeee oL

where:

U - wejScie, ueU

Y -wyjscie, yeY

ui T z - zaklécenia, z€Z

@ - parametry, 00O



Obiekt dynamiczny ciagly

u(t) y(t)

—— » OBIEKT ——>»

u(t) - Sygnal wejsciowy (ciggty)

y(t) - Sygnal wyjsciowy (ciggty)
X(t) - Stan obiektu (ciggty)




Typowe opisy

zmienne stanu - rOwnania stanu

Przypadek ciggly:

xW(t)]  Rownania stanu: Warunki poczatkowe:

<)1) dx(t)

=F(xt)u), )

Wektor stanu: X(t) =

; dt
X)) y(t)=G(x(t)u(t))
Przypadek liniowy:
d(xj_gt) _ Ax(t)+ Bu(t)

y(t)=Cx(t)



Typowe opisy

zmienne stanu

AxD (1) _u@® xD (R,

At G Cy lim At =0
t€> oo
Ax@ () B xR, x@ (DR,
At B Cz Cz
R .
*  Rownania stanu:

where dxM (@)  xWOR, 4 u(t)
C,,C, - powierzchna zbiornika dt o o

R,R, - odwrotnos¢ oporu przeplywu dx(z) (t) - X(l) (t)Rl x(z) (t)Rz

dt C,
y(t) = xD(¢)

C;



Typowe opisy

zmienne stanu

Ogolna postac¢ rownan stanu:

ax(t) R0 ez
— = Ax(t)+ Bult) A| G |G
dt IR R
y(t) - CX(t) | C, C,| c¢c-= o 1]
Rownania stanu:
R
| &) __R xU(t)+=-u(t)
dt C, .
where: )
C,,C, - powierzchna zbiornika dx (t) _ R ony R
vt 7P XP(t)-==x*(t)
R,,R, —odwrotnos¢ oporu przeptywu dt C, C,



Typowe opisy

zmienne stanu - rOwnania stanu

Przypadek ciggly:

xW(t)]  Rownania stanu: Warunki poczatkowe:

<)1) dx(t)

=F(xt)u), )

Wektor stanu: X(t) =

; dt
X)) y(t)=G(x(t)u(t))
Przypadek liniowy:
d(xj_gt) _ Ax(t)+ Bu(t)

y(t)=Cx(t)



Obiekt dynamiczny ciagly

u(t) y(t)

—» OBIEKT ——

u(t) - Sygnal wejsciowy (ciggty)

y(t) - Sygnal wyjsciowy (ciggty)




Typowe opisy

rownania roézniczkowe

Roéwnanie rézniczkowe:

F(dmy(t) A™y(e) ) du) 47 due) o

G gt i YU g " J=O Warunki poczatkowe

Liniowe réwnanie roézniczkowe:

d™y(t d™y(t dy(t
Tm()+am_1dt—ml()+...+a1%+aoy(t)= m>v
=D, ault) ;I:V(t) +b,, d;tligt) T du(t) +byu(t) Warunki poczatkowe



Typowe opisy

zmienne stanu

Réwnania stanu: dx@®(t) ~ xD ()R, N u(t) .
at G Cy
dxD@® _xPOR, _ xPOR, ),
dt G C,
y(©) = xP () (3)
dy(t) Rl RZ
e OB SON e
R1 d:Y(t) R2 / CZ
W) = %2
PO =5+ Y0 @ | g
R, Cz
C, dy(t R
(=220 ke g
where o R4 zt Ry
C,,C, - powierzchna zbiornika dx*(t) _ G d<y(t) R,dy(t) 2
R,R, —odwrotnos¢ oporu przeplywu  dt Ry dt? Ry dt

C,d?y(t) R,dy(t Ry (Cydy(t R u(t
2 }’()_I_ 2 }’()z_ 1(C2 y()+y(t)—2 N (t) 1)
R, dt? R, dt C;\R,; dt R, o






Typowe opisy

Rownania rozniczkowe

Przyklad: Liniowe réwnanie roézniczkowe dla

danego przykladu:

d’y(t) (R, Ry{\dy(t) RiR; R,
az T\o, 7)o T YT W
gdzie:

C,,C, - powierzchnia zbiornikéw
R, R, - odwrotnos¢ oporu przeptywu



Typowe opisy

rownania roézniczkowe

Roéwnanie rézniczkowe:

F(dmy(t) A™y(e) ) du) 47 due) o

G gt i YU g " J=O Warunki poczatkowe

Liniowe réwnanie roézniczkowe:

d™y(t d™y(t dy(t
Tm()+am_1dt—ml()+...+a1%+aoy(t)= m>v
=D, ault) ;I:V(t) +b,, d;tligt) T du(t) +byu(t) Warunki poczatkowe



Obiekt dynamiczny ciagly

u(t—)> OBIEKT _y(t.)
U(s) Y(s)

u(t) U(s) -Sygnat wejsciowy (ciggty)
y(t) Y(s) - Sygnal wyjsciowy (ciggty)




Typowe opisy

transmitancja

_bs'+b, ;s +...+bs+b
s"+a_ s"'+...+as+a,

I
‘-<
—~
wm
~—
A
—~
~—

Transmitancja: K (S) m>v

d™y(t d™ty(t dy(t d u(t d"ult du(t
CEZ{ dtym()jtam_1 dtm¥l()+---+ai%+aoy(t)}=§Z’{bvd—v()+bv_l dtv_$)+---+b1%+aou(t)}

Zerowe warunki poczatkowe

Y(s)(s"+a, 5" +...+a5+3,)=U(s)(b,s" +b, 5"  +...+ b5 +h))



Typowe opisy

transmitancja

d?y(t) R, R;\dy(t) R1R2 R4
P tad: =
rzyktad ozt ( , + C1) 7 C1 Cz y(t) = .G u(t)

2Y(S)+S( C—Z)Y( )+ B8y (5) = 2 U(s)

. . R
Transmitancja: K(s) — Y(s) ClCz

U(S) s2 + (& + &)S + R1R2

C2 Cl Cch

1
K(s) = i - .
(}Cél . 1) (g—s N 1) (Tys + 1)(Tos + 1)
1 2

. 1 ) . o
dzie: k = — - wspOlczynnik wzmocnienia,
R;

_G 1+ _C _stale czasowe
1 172
R’ R,




Typowe Op1SYy

OdpowiedZ impulsowa

Transmitancja: K (S) Y S)

gdzie:

oraz:d(t) delta Dirac’a.

Odpowiedz impulsowa: Ki (t) =z 1[K (5 )J Delta Dirac’a



Typowe opisy

odpowiedz impulsowa

Przyktad:

OdpowiedZ impulsowa:

ki(t):gzﬂ[ k ]:k( 1 (et/ﬂ_etﬁz)]l(t)

(T,s+1)T,s+1) T.-T,
ki (t)

0.6}

0.5

T, =T,



Typowe opisy

odpowiezZ na skok jednostko

Odpowiedz na skok ]ednostkow

y

()u 1t)

ue) -

Y(s)=K(s(s)
1

U(s)=Z[1(t)]=-

oraz: 1(’[) jest skokiem ]ednostkowym

Transmitancja: K( )

gdzie:

1ID t 11
Odpowiedz na skok

jednostkowy: h(t) =< ! |:—K (S) J Skok jednostkowy
S



Typowe opisy

odpowiedz na skok jednostko

Przykiad: Odpowiedz na skok jednostkowy:

Kk 1 T T
h(t)=<" ~l=k|l-—2t—eh + —2 ¢ (1t
() [(T1S+1)(T25+1)J ( Tl_Tze +T1_T2e j () L=t

h(t) |




Transmitancja widmowa -

charakterystyvki czestotliwosciowe

u(t)=U sin ot [k(ia) y(t)=YSin£a)t+g0)

K(jow)=Re[K(jo)|+ jImK(jo)=P(o)+ jQ(»)

Ko =P @) Q@) talplw)-22)

P(e)



K(jo)=Re[K(jo)]+ jIm[K(jo)|=P(o)+ iQ(«)

K(io)=\PT) Q) tolole)-

» i
()




Obiekt dynamiczny dyskretny

u Yn

—» OBIEKT ——

U, - Sygnat wejsciowy(dyskretny)

n

y, -Sygnat wyjsciowy(dyskretny)

X, - Stan obiektu (dyskretny)



Typowe opisy

zmienne stanu - rOwnania stanu

Przypadek dyskretny: _ .
Xr(ll) Réwnania stanu:
(2)
X
Wektor stanu: X, =| X = F(Xn , Un)
o (K) Yo = G(Xn’un)
Przyktad: -
X, =(x +u )mod 2 X =X +a-X +U

yn = Xn Y 4 yn — Xn
gdzie
- stopa procentowa

Rachunek bankowy

http:/ /www freeclipartisland.com/ http:/ /www freeclipartisland.com/

= {O,l}, U, € {O,l}



Obiekt dynamiczny dyskretny

—» OBIEKT ——

U, -Sygnal wejsciowy(dyskretny)
y, -Sygnat wyjsciowy(dyskretny)



Typowe opisy

rownania roznicowe

Roéwnanie réznicowe:

F(yn+m’yn+m_11°°-1yn;un+v,un+v_1,...,un)20 mz=27v

Liniowe rOwnane roéznicowe:

Voo +a Yoo +...+8Y, =bu . +b, U

vV n+v

+...+byu,

n+v-1

Przyktad:

yn+1 — (yn +un) mOd 2 yn+1 = (1+a)yn + un

Y, €{0,1} u, €01} Rachunek bankowy

http:/ /www freeclipartisland.com/ http:/ /www freeclipartisland.com/



Rb6znica

1 _
Ap = Xpt1 — Xn
2_ Al 1_ —
An= Apy1 — Ap= (xn+2 _ xn+1) - (xn+1 _ xn) = Xnt2 — 2Xp41 T Xp

3_ A2 2 __ —
Ap= Bh41 — Dp= " = Xn43 — 3 Xni2 + 3Xp42 — Xng2

An= A;LL+1 — Ag= = Xpyps — 5 Xnya + 10xn43 — 10Xn4p — 5Xpyq + Xp

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

WO Jo Ul WN RO
=
1=
o)
1=
=



Obiekt dynamiczny dyskretny

u Yn
— OBIEKT ———
U(z) Y(z)

U, U(z) - Sygnat wejsciowy(dyskretny) |

Y, Y(z) - Sygnatl wyjsciowy(dyskretny)



Typowe opisy

Transmitancja

Transmitancja: K(z)= iz)

_b,z"+b, ;2" +...+bz+b,

K(Z)_ m m-1 ’ m=>v
L +a, < +...+qZ+4a,

%[ymm a8 g Ynima Tt Y18, yn] — %[bvunw + bv—lun+v—1 Tt b1un—1 + ayU, ]

Y(z)z" +a, 2" +...+az+a,)=U(z)b,z" +b, 2"  +...+bz+b,)

Przyklad:

K(Z): (Z _ (1+ a)) Rukowy

http:/ /www freeclipartisland.com/




Typowe opisy

Dyskretna odpowiedz 1mpulsowiz)
Transmitancja: ( ) )

dzie:
° U(2)=21s,]=1
u&nmmn
oraz: 0, delta Kroneker’a.
Dyskretna odpowiedz impulsowa: Delta Kroneker’a

kin = %_1“((2)]



Typowe opisy

skretna odpowiedz na skok jednostko

Odpowiedz na skok jednostkowy

Transmitancja: K ( Z) _ Y (Z)
U (Z) U, = 1n ]_quuo
Y(z)=K(z)U(z
gdzie: N
U(Z):%[ln]:i 0000000 >
z-1
oraz: 1 dyskretny skok jednostkowy. Dyskretny skok
jednostkowy

Odpowiedz na skok jednostkowy:

n, = gw[i K(z)}

z—1



Transmitancja widmowa -

charakterystyvki czestotliwosciowe

un:U sin on Y, :Ysin(a)n+g0)

K(jow)=Re[K(jo)|+ jImK(jo)=P(o)+ jQ(»)

Ko =P @) Q@) talplw)-22)

P(e)



Typowe opisy

Relacia pomiedzy opisami

ZMIENNE STANU

s

ROWNANIR ROZNICZKOWE/ROZNICOWE

e

TRANSMITANCJA



Typowe opisy

Relacia pomiedzy opisami

Przykiad:

SN B ayt)= W aufe), y(0)= y(0)=u(0)=0

Transformata Laplace’ a:

EZ{dzy(t)Jrde—(t)JrZy(t)} =£Z[du(t)+2u(t)}

dt? dt dt

Transmitancija: S+ 2 S+ 2 1
T K(s)

Ts?435+2 (s+2)s+1) s+l




Typowe opisy

Przyktad cd.:

M yo)=ut) y(0)=0

Transformata Laplace’a

2| Py - 2l

dt

Transmitancja:

1
K(s)=—"—-
(S) S+1



Typowe opisy

Przyklad:

Y, 330, 50 2 d(yj_fhy(t):u(t)

ZMIENNE STANU //\ X

ROWNANIR ROZNICZKOWE/ROZNICOWE s+1

e

TRANSMITANCJA



Elementy (komponenty) systemu

- dzialajgce czeSci

U > yl u®
u® y(l) L 5 2 4 g y(l)
> O O < @) O - >
u1(3) 1 I b} B2 u, 4
- @
ne 0

@ O @

u Y.

3 > 3 3 >

Przyktad systemu ztozonego — produkcja aspiryny

41



Opis systemu ztozonego

Wejsciowo - wyjsciowy system ztozony z M podsystemami O,,0,,..., O, .

Ym = Fm(Uy)

Charakterystyka

funkcja

(Uwaga! W tym miejscu moga wystapic¢ rozne typowe opisy)

cUY R, y

m

_ yr(Tf) _
yi2)

m

e, R, m=1,2, ..

gdzie: Sy, oraz L, sg odpowiednio wymiarami przestrzeni wejs¢ wyjseé,

m-tego podsystemu, z wejsciem U., i wyjsciem Y., Fp jest znang

, M.



Opis systemu ztozonego

Niech u, y, oznacza odpowiednio wektory wszystkich wejs$¢ 1 wyjs$¢ systemu ztozonego:

W7 Tu, VO Ty, T [x0]

(2) |df (2) |af (2)
=" =uf, y=|" =yf x=|"

US| uy YO | Ly _X(§)_

M
Gdzie, wektor wszystkich wejsé systemu: U e % = U x Uy x ---x U, < R>,S = Z Sp

m=/

M
wektor wszystkich wyjsé systemu: Yy € & = ¥ x Yy x - x I, < R", L:ZLm ,

m=/

oraz X jest S - wymiarowym wejsé zewnetrznych X € 2 < U < R° .



Opis systemu ztozonego

Struktura system jest dana zaleznoscig:
u=Ay+Bx,

gdzie: A jest Sx L oraz B jest S x S zero — jedynkowg macierzg.
Macierz A definiuje potaczenia pomiedzy elementami system, tj.:

] i (s) — (1)
aSI_{ if u y

A=lay] 1o i u® ey

s=1,2,..., S »
1=1,2,..., L

A macierz B wskazuje wejscia zewnetrzne, tj..

1 if ul®=xO
B:[bs§] s=1,2,...,S ! bs§ :{ '

-~

s=1,2,...,S

0 if u®xzx®




Opis systemu ztozonego

Wyjscia zewngtrzne systemu:. V=

L wymiarowy wektor v, jest wektorem wybranych wyjs$¢ sposrod wszystkich
wyjs¢ i jest okreslony przez L x L wymiarows macierz C,

v=Cy,
gdzie
[C ] . {] if V('N):y“)
1=1,2,.., ’ 0 if V(T);éy(l)
1=1,2,...,L

Wektor wyj$¢ zewnetrznych: ve Y = {V Vyesv=C y} - R-



Opis systemu ztozonego

(1) (1)
1) (1) Y1 Us (1) (1)
X U, > Ol _: 03 Y3 Vv >
y1(2) u §2) v N
(2) - 8) yg) (3)
X o O, v >
(2)
U, vy

Przykiad systemu zlozonego



Opis systemu ztozonego

T o
I 0\y;

(1) 0O 0 0 0 - o .
X I 0 0 0]y, ] ’
U(]) 0 (1) + 0 X(Z)

2 0 0 0 0 0]y, .

U(z) ) 0 y(2)

2 I 0 0 0 5 o
y¢H ’ y(l) | |

?2) 0O 0 1 0 Lys’ |
u . L_

B v=Cy

‘ygz)

1 @
vOl o 0 0 0 1 %
Vv

0 1 0 0fy?].
ol o ]()ygz)
) 0 0 0
V

(1)
Y




Opis systemu ztozonego

Opis m — tego elementu ma postac:

y(5)= Ky (1, () M= 120 M

i K,(5)= [k (6)

jest macierzg transmitancji o wymiarach L. xS,
1=1,2,...,L,,

s=1,2,...,S,

I
KUS)(s)= Yu(S) 1=12...,L,s=12..5

m



Opis systemu ztozonego

Wektor wszystkich wyjs¢ Y(s) zalezy w nastepujacy sposob od wszystkich wejs¢ U(s):

Vi(s)] [Ki(s) O O [U(s)]
Yz.(s) _ O Kz.(s) O Uz.(s)
ol Lo o -« k6lu6
Przyjmujac oznaczenia:
_Kl(s) O o _Yl(s)_ _Ul(s)_
@ O 0yl e VO
0O O K (s) Y (s) Uy (s)




Opis systemu ztozonego

Uwzgledniajgc rownania opisujace strukture systemu otrzymujemy uktad rownan:

Y(s)=K(sM(s) (1), Uls)=AY(s)+BX(s) (2). V(s)=CY(s) (3)

Wstawiajac (2) do (1) otrzymujemy:

Y(s)=K(sM(s)=K(s)AY(s)+BX(s))
Y(s)-K(s)AY(s)=[1 —K(s)Al(s)= K(s)BX(s)

Stad: Y(S)= [l B K(S)A]_l K(s)BX (5)

Uwzgledniajac (3) otrzymujemy zalezno$¢ pomig¢dzy wejsciem zewnetrznym X(S) a
wyjsciem zewngtrzny V(S):

V(s)=CY(s)=C[l - K(s)A]"K(s)BX(s)

Ostatecznie:

P~

V(s)=K(s)X(s), gdzie: K(s)=C[lI —K(s)A]"K(s)B



Typowe struktury

s> Polaczenie szeregowe

X(s)=U(s)=u®(s) Y¥(s)=U®s) Y @)(s) u™s) Y™(s)=Y(s)=Y(s)
— > Kl(S) KZ(S) — —» KM (S) —
Y®(s)=K, (s ¥(s)= K, (s s) K(s)=TT K. ()



Typowe struktury

s> Polaczenie szeregowe




Typowe struktury

Struktura szeregowo-rownolegta

Kn(s) K21(S) " — Ky 1(8)
& KlZ(S) Kzz(s) — — K, 2(3) —y(t)
KlN(S) KZN(S) > — K, N(S)
N M,
Transmitancja zastepcza: K (S) — Z H K, (S)



Typowe struktury

s> Polaczenia rownolegte




Typowe struktury

Struktura rownolegto-szeregowa

N
Transmitancja zastepcza: K (S) = H Ko (S)



Typowe struktury

so Uklad ze sprzezeniem zwrotnym

u(t) yt) ~ vit)
A
y't) ~ x(t)
o é(t)
Y(s)=Ko(sM(s)
U(s)= K, (s)E(s) Y(s)=K,(s)Y"(s)
E(s)=Y"(s)-Y(s) V(S):Y(S) X(S)zY*(S)



Typowe struktury

so Uklad ze sprzezeniem zwrotnym

KZ (S) - Transmitancja systemu zamknietego

K (5)
K2(8)=1; K, (s)

K P (S) - Transmitancja uktadu otwartego

Ko (s)= Ko ()Ko(s)  —— x) — ki

Ostatecznie: K 7 (S) —



Typowe struktury

s> Uklad ze sprzezeniem zwrotnym




Typowe struktury

so Uklad ze sprzezeniem zwrotnym

Kg (S) - Transmitancja bledu ukladu zamknietego

1
K.AS)=
(5) 1+ K, (s)
K P (S) - Transmitancja uktadu otwartego
u(t) y(t)
Ko(s)=Ky(s)Ka(s)  ——1 Kib9) o Ko(s) >
E(s) 1

Ostatecznie; K e (S) —



Dziekuje za uwage
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