
 

Modele systemów 
dynamicznych

Wykład 4. Podstawowe liniowe elementy dynamiczne i ich opisy



Typowe opisy
zmienne stanu – równania stanu
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( )( )
( )( )

( )( )


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




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



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( ) ( ) ( )( )tutxGty
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dt
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          ,, 0

=

=

Przypadek ciągły:

Przypadek liniowy:

Wektor stanu:

Równania stanu:

( )
( ) ( )

( ) ( )tCxty

tButAx
dt

tdx

=
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Warunki początkowe:



Typowe opisy
równania różniczkowe

Równanie różniczkowe:

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
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1

1

1

1

=







−
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−
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dt

tdy
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tyd
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F

v

v

v

v

m

m

m

m
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Liniowe równanie różniczkowe:

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )tub

dt

tdu
b
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tud
b
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tud
b
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Warunki początkowe

Warunki początkowe



Typowe opisy
transmitancja

( )
( )
( )sU

sY
sK = ( ) ,
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1

1
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1

1
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bsbsbsb
sK

m
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−

−

−
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Transmitancja:

( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( )
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






++++=





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
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−

−
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a

dt

tyd
m

m
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m
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1
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1
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Zerowe warunki początkowe
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Typowe opisy
odpowiedź impulsowa

Odpowiedź impulsowa

( )
( )
( )sU

sY
sK =

( ) ( ) sKtki

1−=L

Transmitancja:

( ) ( ) ( )sUsKsY =

Odpowiedź impulsowa:

gdzie: ( ) ( )  1== tsU L

oraz:          delta Dirac’a.( )t

( ) ( )ttu =

t

Delta Dirac’a



Typowe opisy
odpowieź na skok jednostkowy

Odpowiedź na skok jednostkowy

( )
( )
( )sU

sY
sK =

( )
( )









= −

s

sK
th 1L

Transmitancja:

( ) ( ) ( )sUsKsY =

Odpowiedź na skok 
jednostkowy:

gdzie: ( ) ( ) 
s

tsU
1

== 1L

oraz:          jest skokiem jednostkowym.( )t1

( ) ( )ttu 1=

t

Skok jednostkowy



Transmitancja widmowa –
charakterystyki częstotliwościowe

( ) ( ) += tYty sin( ) tUtu sin=
( )jK

( )
( )
( )

( )





js
sK

jU

jY
jK

=
==

( ) ( )  ( )  ( ) ( ) jQPjKjjKjK +=+= ImRe

( ) ( ) ( ) 22
QPjK += ( )( )

( )
( )



P

Q
tg =



Typowe opisy
Charakterystyka częstotliowściowa

( ) ( )  ( )  ( ) ( ) jQPjKjjKjK +=+= ImRe

( ) ( ) ( ) 22
QPjK += ( )( )

( )
( )



P

Q
tg =



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element proporcjonalny (idealny)

( ) ( )tkuty =

( ) ksK =

( ) ( )tktki = ( ) ( )tkth 1=

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź skokowa:

1=k

Transmitancja:

( )tki ( )th

t t



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element proporcjonalny

( ) 0jkksK
jsjs

+==
== 

( ) ( ) ( )




−


====

0

000
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0
,

k

k

k
arctg

k
tgkjK






Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element proporcjonalny
o Przykład:

2R

1R

( )tu ( )ty
( )

( )
( )

k
RR

R

sU

sY
sK =

+
==

21

2

( ) ( )tu
RR

R
ty

21

2

+
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element proporcjonalny 
o Przykład:

1l 2l

( )tu ( )ty

( ) ( )tultyl 12 =



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element proporcjonalny (idealny)

( ) ( )tkuty =

( ) ksK =

( ) ( )tktki = ( ) ( )tkth 1=

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź skokowa:

1=k

Transmitancja:

( )tki ( )th

t t



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący (idealny)

( )
s

k
sK =

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź  skokowa: 

( )
( ),tku

dt

tdy
=

( ) ( )tktki 1= ( ) ( )tktth 1=

ktg =

1=k

( ) ( )  dukty

t

=
0

Transmitancja:

tt

( )tki ( )th

W rzeczywistości nie istnieje



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący

( ) ( )







k
j

j

k

s

k
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js
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=
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0
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
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
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący
o Przykład

C

( )tu

( )ty

( )
( )
( ) s

k

Css

C

sU

sY
sK ====

1
1

( ) ( )=

t

du
C

ty
0

1
 gdzie:      pojemnośćC

gdzie: 
C

k
1

=



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący
o Przykład

( )tu

( )ty ( )
( )
( ) s

k

CssU

sY
sK ===

1

C

( ) ( )=

t

du
C

ty
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1


gdzie:      - powierzchnia zbiornikaC

gdzie:      
C

k
1

=



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący (idealny)

( )
s

k
sK =

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź  skokowa: 

( )
( ),tku

dt

tdy
=

( ) ( )tktki 1= ( ) ( )tktth 1=

ktg =

1=k

( ) ( )  dukty

t

=
0

Transmitancja:

tt

( )tki ( )th

W rzeczywistości nie istnieje



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący (idealny)

( ) kssK =

W rzeczywistości nie istnieje

( )
( )

dt

tdu
kty =

Odpowiedź impulsowa: ? Odpowiedź skokowa:

?

t

( ) ( )tkth =

t

Transmitancja:

( )th



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący

( ) 


jkkssK
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( ) ( ) ( )
2

,lim,
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
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
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
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k
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący
o Przykład

( )
( )
( )

ksLs
sU

sY
sK ===

( )
( )

dt

tdu
Lty = gdzie:          induktancjaL

gdzie: Lk =

( )tu

( )tyL



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący
o Przykład

1L

( )tu ( )ty

( )ti1

2L

M

( )
( )
( )

ks
L

M

sU

sY
sK ===

1

( )ti2

( )
( )

dt

tdi
Ltu 1

1=

( )
( )

dt

tdi
Mty 1= Mgdzie:         współczynnik 

transformacji

1Lgdzie:         - induktancja

1L

M
k =gdzie:    



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący (idealny)

( ) kssK =

W rzeczywistości nie istnieje

( )
( )

dt

tdu
kty =

Odpowiedź impulsowa: ? Odpowiedź skokowa:

?

t

( ) ( )tkth =

t

Transmitancja:

( )th



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny pierwszego rzędu 

     (proporcjonalny z inercją)
( ) 0T

1Ts

k
sK 

+
= ,

( ) ( )te
T

k
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Tt
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−

= ( ) ( ) ( )tekth Tt
1
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Odpowiedź impulsowa:
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dt

tdy
T =+
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

( )
( )

( )ty
dt
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Przykład:

C
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R
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                    - opórr

C
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RCT =
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Element inercyjny pierwszego rzędu



Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny pierwszego rzędu
o Przykład
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1
+

=

+

=
+

==
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny pierwszego rzędu 

     (proporcjonalny z inercją)
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k
sK 

+
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( ) ( )te
T

k
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Odpowiedź impulsowa:
Odpowiedź skokowa
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dt
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący z inercją
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
+
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k
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( ) ( )
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dt
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący z inercją
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k
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący z inercją
o Przykład

( )tu

( )ty ( )
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( ) ( )1+
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Tss

k

sU
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sK- Kąt obrotu
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący z inercją
o Przykład
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element całkujący z inercją
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
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k
sK
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dt
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Odpowiedź skokowa:
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący z inercją
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
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący z inercją
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący z inercją
o Przykład

L

R

( )tu ( )ty
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( ) 1

1
+
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gdzie:      - inductancja

                  - opór

L
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                  R

L
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L
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący z inercją
o Przykład

1L
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111 +=
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dt
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gdzie:       - inductancja

                  - opór
             
             M – współczynnik
                     transformacji
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element różniczkujący z inercją
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Elament drugiego rzędu
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny drugiego rzędu
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny drugiego rzędu

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź skokowa
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element inercyjny drugiego rzędu
o Przykład
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne - element oscylacyjny
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element oscylacyjny

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź skokowa:
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne – element oscylacyjny
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element oscylacyjny
o Przykład
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element oscylacyjny
o Przykład
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element oscylacyjny

Odpowiedź impulsowa: Odpowiedź skokowa:
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element opóźniający
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element opóźniający
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Podstawowe liniowe elementy 
dynamiczne

 Element opóźniający
o Przykład
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Łączenie elementów

 Połączenie szeregowe

( ) ( )
=

=
M

m

m sKsK
1

( )sK2 ( )sKM
…( )sK1

( ) ( )( )sUsU 1=
( )( ) ( )sYsY M =( )( ) ( )( )sUsY 21 = ( )( )sY 2 ( )( )sU M

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )sUsKsUsKsY 1

1

1

1 ==

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )sUsKsKsYsKsUsKsY 1

12

1

2

2

2

2 ===

…………………………………………………..

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )sUsKsKsKsK

sUsKsKsKsKsUsKsKsUsKsYsY

MM

MM

M

MM

M

M

M

121

1

121

1

1





−

−

−

−

=

=====



Łączenie elementów

 Połączenie szeregowe

Transmitancja zastępcza:
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Łączenie elementów

 Połączenia równoległe

o           Transmitancja zastępcza:
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Typowe struktury
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Typowe struktury
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Łączenie elementów

 Układ ze sprzężeniem zwrotnym
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Łączenie elementów

 Układ ze sprzężeniem zwrotnym

 

( )
( )
( )sK

sK
sK

P

P
Z

+
=

1

( )sKZ

( )sKP

( ) ( ) ( )sKsKsK ROP = ( )sKO( )sKR

( )ty( )tu

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )sKsK

sKsK

sY

sY
sK

RO

RO
Z

+
==

1*

- Transmitancja systemu zamkniętego

- Transmitancja układu otwartego

Ostatecznie:



Łączenie elementów

 Układ ze sprzężeniem zwrotnym
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Łączenie elementów

 Układ ze sprzężeniem zwrotnym
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- Transmitancja błędu układu zamkniętego

- Transmitancja układu otwartego
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Dziękuję za uwagę
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