Modele systemoéw
dynamicznych

Wyklad 5a. Sterowalnos¢ i obserwowalnos¢ systemoéw liniowych -
powigzania pomiedzy opisami




OJpis przy pomocy rownan

t t
u( ) » OBIEKT y( =)
u, Yn

u(t) - Sygnat wejsciowy (ciggty) dim u(t)=S dx t) _ AX(t)+ Bu(t)
ot

y(t) - Sygnal wyjsciowy (ciggty) dim y(t)= L y(t _ CX(t) n Du(t)

X(t) - Wektor stanu systemu dim x(t)= K A_( x K ), B — (K X S)
. C—(LxK),D—(LxS)

U, -Sygnatl wejsciowy(dyskretny) dimu,=S | X,, = AX, +Bu,

Y., -Sygnal wyjsciowy(dyskretny) dim y,=L ¥, =Cx, +Du,

X, - Wektor stanu systemu dim x,= K A—(K X K), B—(K XS),

C-(LxK),D-(LxS)



Sterowalno$é wzgledem stanu

Obiekt dyskretny

Uklad nazywamy sterowalny wzgledem stanu, jezeli dla
dowolnego stanu poczatkowego x, istnieje ciag sterowan,
ktory przeprowadzi uktad do zadanego stanu X .

Obiekt ciggly

Uklad nazywamy sterowalny wzgledem stanu, jezeli dla
dowolnego stanu poczatkowego x(t, ) istnieje sygnat
sterujacy, ktory przeprowadzi uktad do zadanego stanu x*.



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

X, = AX, + Bu,

X, = Ax, + Bu, = A(Ax, + Bu, )+ Bu, = A’x, + ABu, + Bu,

X, = AX, + Bu, = A(A’X, + ABU, + Bu, )+ Bu, = A%, + A’Bu, + ABU, + Bu,
. po N krokach

Xy = AX,_, +Bu,_, =A%, + A" *Bu_+ A" *Bu, +---+Buy_, =

N-1
=A%, +> A" "Bu,

n=0



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Po K krokach mamy:
K-1
X"— A%, =) A" "Bu,

n=0

Przyjmijmy oznaczenia: U —1]
H=[B:AB:AB: ... AB] ua | K2

Wowczas: | Uo
x* — A%xy = Hu Przy zatozeniu: rzH =K

Mozemy wyznaczy¢: u=H" (X* — A¥ Xo)



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

u=H73(x"—A*x,) rzH=K

Uklad liniowy opisany rownaniami stanu
X, = AX, +Bu_,
y, =Cx, +Du,
dimx =K

jest sterowalny wzgledem stanu wtedy i tylko wtedy gdy
rzad macierzy

A
H=[B:AB:A?B: - : A“"B]

jest rC K, §.:
jestrowny K, {j r7H = K



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Szczegoblny przypadek
dim u,=5=1, wowczas macierz B - (Kx1) jest wektorem

Uktad liniowy opisany rOwnaniami stanu
X, =AX, +Bu_,
y, =Cx. +Du,
Jest sterowalny wzgledem stanu jezeli wektory:

B, AB, A®B, ..., AX"1B
sg liniowo niezalezne.

Wowczas macierz H jest nieosobliwa i jest to rownowazne
warunkowi:

det H =det|B: ABI A%B: - :AK'B]%0



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Przyklad. Rozwazmy dwuwymiarowy ukiad liniowy
opisany rOwnaniem stanu

X, = AX, +Bu_,

gdzie: _ _ -
0 1 0
A= , B =
-2 -3 1
Uktad chcemy przeprowadzic¢
Ee o

ze stanu X, = do stanu X = X, =

1




Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Badamy sterowalnos¢

0 0O 1|0 1
B = CAB = =
1] -2 -3||1] |-3]
: O 1
Czyli macierz H = [B: AB]= [1 B 3} a jej wyznacznik

O 1
det H =det[1 3}=O><(—3)—1><1=—1¢O

a zatem uklad jest sterowalny.



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Teraz mozemy wyznaczy¢ sterowanie

u=H ‘1(x* — Azxo):

fo 17(fo] [o 172])  [2
11 =3|1(lo| |-2 -3||1|] |5




Sterowalnos¢ wzgledem wyjscia

Obiekt dyskretny

Uklfad nazywamy sterowalny wzgledem wyjscia, jezeli dla
dowolnego wyjscia poczatkowego Y, istnieje cigg sterowan,
ktory przeprowadzi uktad do zadanego wyjscia y".

Obiekt ciggly

Uklad nazywamy sterowalny, jezeli dla dowolnego wyjscia
poczatkowego Y(t, ) istnieje sygnat sterujacy, ktory
przeprowadzi uktad do zadanego wyjscia y”.



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Po K krokach sterowania otrzymujemy stan:
X, = AX, + il A" "Bu_
Odpowiednio wyjscie: -
Ve =Y =Cx, +Du, = C(AKXO +§AK1”Bunj+ Du,
n=0

czyli

K-1
y* — CAXx, = (Z CAK-1-n Bun) + Duy
n=0



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Przyjmijmy oznaczenia:

Q2[CB:CAB:CA°B:--:CA*"'B:Dlu2

Poprzednie rOwnanie przyjmie postac:

y"—CA"x, =Qu

Przy zatozeniu IZQ = K +1 z powyzszego mozemy

wyznaczyc¢ .
u=Q 7y —CAx,)



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

U :Q—l(y* —CAKXO) rzQ=K+1

Uklad liniowy opisany roOwnaniami stanu

X, = AX, +Bu_,
y, =Cx, +Du,
dimx=K

jest sterowalny wzgledem wyjscia wtedy i tylko wtedy gdy
rzad macierzy

Q 2[CB:CAB:CA*B:--:CAX" 1B : D]

jest rowny K+1, tj.: rzQ = K +1



Sterowalnos¢ - obiekt dyskretny

Szczegolny przypadek
dim u,=5=dim y,, = L =1, wowczas macierz B —jest
wektorem (Kx1) a macierz D wektorem (1xK)

Uklad liniowy opisany réwnaniami stanu
X, = AX, +Bu_,
y, =Cx, +Du,
Jest sterowalny wzgledem wyjscia jezeli wektory:
CB, CAB,CA*B, ..., CA*='B, D
sg liniowo niezalezne.

Wowczas macierz Q jest nieosobliwa i jest to rownowazne

warunkowi:
detQ 2 det[CB : CAB : CA’B:---: CAX"1B: D] # 0



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Uklad liniowy dyskretny stacjonarny jest obserwowalny
jezeli istnieje taka liczba obserwacji N, ze na podstawie
znajomosci ciggu sterowan Ug, Uy, ..., Uy, oraz
odpowiedzi ukladu Y, Y;, ..., Yy_; istnieje mozliwos¢
jednoznacznego wyznaczenia stanu poczatkowego X, .

Dla uktadu liniowego opisanego rOwnaniami stanu
X, = AX, +Bu_,

y, =Cx. +Du,

po N krokach sterowania Uy, Uy, ...,Uy_; otrzymujemy stan
N-1

XN+1 = ANXO + Z AN_l_nBun

n=0



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

W konsekwencji wyjscie uktadu po N krokach wyjscie
N-1
yn = Cxy + Duy = C| AVxy + z ANTIT"Bu, | + Duy
n=0

Czyli dla kolejnych krokoéw mamy:

Yo = Cxg + Duy
y1 = CAxy + CBuy + Duy
yz = CAZ.X'O + CABUO -+ CBu1 + DUZ

N—1
yy = CAVNxy + C (Z AN‘l‘"Bun> + Duy

n=0



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Oznaczmy przez:

N-1
Zy =yy — C <Z AN_l_nBun> —Duy, 0=1, 2, ..,N

n=0

Korzystajac z powyzszego oznaczenia po K-1 krokach mamy:

ZO = Cxo ZO C
Zl — CAXO Zl CA
z, = CA®x,  Oznaczmy A A

z=2, |, G=|CA?

: przez
k-1 = CAK_le




Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Poprzedni uklad réwnan przyjmuje postac
z = X,

Z powyzszego rOwnania, przy zalozeniu ze
rzG =K
mozemy wyznaczyc X,

-1
X, =G "z

Na tej podstawie mozemy podac¢ warunek konieczny
obserwowalnosci



Obserwowalnos¢ - obiekt dyskretny

Uklad liniowy opisany rOwnaniami stanu
X1 = AX, +Bu,,
Yo =CX;
dimx =K
jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy gdy rzad macierzy
.
CA
G =| CA®

CA*™

jestrowny K, §j.: rzG =K



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Szczegolny przypadek dla obiektu gdy wejscie i wyjscie
jest jednowymiarowe tj.: dim u=5=dim y =L=1

W tym przypadku uklad liniowy jest obserwowalny gdy
macierz

C
CA

G =| CA®

CAK—l

jest nieosobliwa, czyli wyznacznik macierzy G jest rozny

od zera, tj.: detG =0



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Przyklad. Rozwazmy dwuwymiarowy obiekt liniowy
opisany rOwnaniem stanu

X, = AX, +Bu_,

gdzie: Yo = CXo + DU,
0 17 _ [0]
A= B=| |,C=1 -1],D=0
-2 -3/ |1

W dwoéch taktach dla Uy =9, U, = 2
wyijécie uktadu wynosito odpowiednio Y, =0, ¥, =1



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Badamy obserwowalnos¢
[, )

zatem G = [CA] B [2 41]

=1X4-2Xx(-1)=6+0
Poniewaz detG = 0 to uklad jest obserwowalny



Obserwowalno$¢ - obiekt dyskretny

Teraz na podstawie U, =5,U; =2 oraz Y,=0,Yy, =1
wyznaczymy X,

N-1
Z, =Y, —C (z AN‘l‘"Bun) —Du,n=1, 2, ..,N
n=0

Zog=Yo =10

[

ool 2Bl




Sterowalno$é i obserwowalnosé

niesterowalny 1
nieobserwowalny

niesterowalny 2
obserwowalny

A\ 4

sterowalny 3 Yn
nieobserwowalny

v

S
S

\ 4

sterowalny 4
obserwowalny

A 4

A 4




Postaé¢ kanoniczna Kalmana

A Ay
0 A,
0 0
0 0

As
A42

A |

g,

c=0 c, 0 C,]



Réwnanie stanu 2 Transmitancja

2| S0 2ar( Bl +0)-0,

Z{y(e)] = <Z[Cxle) + Du(r)]

sX S)= ( )+BU(S) = (S]—A)X(S)zBU(S) ‘X(S[—A)_l
Y(s)=CX(s)+DU(s) X(s)=(sI—A4)"BU(s)

Y(s)=C(sI — 4)"BU(s)+DU(s)
Oznaczmy przez:
K(s)=C(sl —A)"B+D  Transmitancja
Y(s)= K(s)U s) ukladu



Réwnanie stanu 2 Transmitancja

Korzystajac z postaci kanonicznej, tj.: AOSS 23" /?)“ 232 ES
= 4 (‘)‘4 A A:Z, B= O“,c_[o C, 0 C,]
0 0 0 A, 0
K(s)=C(sl—A)"B+D = {M p}l {Ml Mlel}
- -l = _
sl — Ay Ay Ay Ag, B, 0 N 0 N
;1 0 sl —A 0 A B
=0 c, 0 ¢, “ * ‘l+D=
1 0 0 sl-A;, A, 0
0 0 0 sl—A,| [0
[s-A " * o 3
. -1 * * B
bc ooc] © @ B-Ad _1 ‘|+D=
0 0 sl — A, ] * 0
0 0 0 [st—A,]" L0 ]




Typowe opisy

Przyktad:

d;ty()+3dﬁ_g)+2y() d:—?)+2u(t) d(yj—?)+y(t)=u(t)

ZMIENNE STANU //\ X

ROWNANIA ROZNICZKOWE/ROZNICOWE s+1

o

TRANSMITANCJA




Typowe opisy

Relacia pomiedzy opisami

Przykiad:

SN B ayt)= W aufe), y(0)= y(0)=u(0)=0

Transformata Laplace’ a:

EZ{dzy(t)Jrde—(t)JrZy(t)} =£Z[du(t)+2u(t)}

dt? dt dt

Transmitancija: S+ 2 S+ 2 1
T K(s)

Ts?435+2 (s+2)s+1) s+l




Typowe opisy

Przyktad cd.:

M yo)=ut) y(0)=0

Transformata Laplace’a

2| Py - 2l

dt

Transmitancja:

1
K(s)=—"—-
(S) S+1



Dziekuje za uwage
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