Modele systemoéw
dynamicznych

Wyktad 6. Stabilnos¢ uktadéw dynamicznych



Punkt réwnowagi

Uktad jest stabilny jezeli wytracony ze stanu rownowagi zostanie
sprowadzony do stanu rownowagi

Rozwazmy obiekt dynamiczny (autonomiczny - nie poddany wymuszeniom)

dz_f) _ F(x(t)) dimx = K
Punkt rownowagi X,
dx(t)
—<=F(x, )=0,,

W F(x,)-0,
Obiekt liniowy

dx(t) _

T AX(t), A—macierz(K x K ), det A= 0

Ax, =0,

r



Stabilnos¢ uktadu - obiekty ciagte

Uklad jest stabilny jezeli wytracony ze stanu rownowagi
zostanie sprowadzony do stanu rOwnowagi

Definicja stabilnosci w sensie Lapunowa

Punkt rownowagi x,, = 0 nazywamy stabilnym jezeli

Ve >03n >0, ze trajektorie rozpoczynajgce si¢ w punkcie
X, € O(Xr , 77) dla dowolnej chwili t, X(t) S O(Xr , 6‘)

Jezeli ponadto !Lrg X(t)=0 to punkt x,=0 nazywamy
asymptotycznie stabilnym



Stabilnos¢ ukiadu

Przykladowy przebieg trajektorii:

1 - Uktad stabilny asymptotycznie
2 - Uklad stabilny, ale nie
asymptotycznie

3 - Uklad niestabilny




Stabilnos¢ ukiadu

Warunek konieczny i dostateczny stabilnosci ukladow
ciggtych liniowych.

dx(t)
Uktad liniowy stacjonarny opisany rownaniem ~ 4~ = Ax(t)

jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wartosci
wlasne macierzy A maja niedodatnie czeSci rzeczywiste
i kazda wartos¢ wlasna o zerowej czesci rzeczywistej jest
pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu minimalnego
macierzy A.



Stabilnos¢ ukiadu
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Stabilnos¢ ukiadu

dx(t)

Opis uktadu: /7
dt

= AX(t), x,

Rozwiazanie:  x(t)=e™ x,, dla pierwiastkow jednokrotnych

¥(s)= detsl - A]=(s—s, s —s,) (s~ s, )
S,,S,,...,S¢ — jednokrotne pierwiastki réwnania ¥(s)=0
K —liczba rézozny pierwiastkow,

Gdzie: Z, = H



Stabilnos¢ ukiadu

Opis uktadu: — = AX(t ), X,

Rozwigzanie: X(t)=e™ x,, dla pierwiaskéw wielokrotnych

¥(s)=det[sl - A]=(s—s,)"(s—s,)™ - (s—s,)™, r m, =m<K

k=1
S,,S,, ...,S, — pierwiastki rownania ¥(s)=0

r —liczba rézozny pierwiastkow,

m, —krotnosr k —tego pierwiastka,k =1,2,...,r

X(t)= Zr: [zk1 +Z 4 zkmktmk‘l]esktxO
Gdzie: =
¥(s)

(S =S )mk

My _y LIjk (S) di_j+1 |: 1
Zk'

- ST v, -



Stabilnos¢ ukiadu

(0dlaRes, <0 i p<oo (p- skoriczone)
=<1dlaRes, =01 p=0,
odlaRes, 201 p>0.

limtPle®!

t—ow

Im s

\\\\fK\ 1 Res




Stabilnos$¢ ukiadu

K —a, £VA
K f— ’A: 2—4 , —
(s) s’ +a,5+a, A %o 31, 2
K(S)z( k _ k 1 k 1

S—Sl)(S—SZ) S =35, (3_51)_31_52 (S_Sz)

1° A>0,s,,s, — pierwiastki rzeczywiste

J ok SN S B SRR
ki(t): - {51_52 (S_Sl)_s1_52 (S_Sz)}_ ( )L(t)

S1_5'2

s, <0,s, <0,Iimk.(t):0
s,<0,s, >0, limk,(t)=—(0—o0)= 0o

t—>w

s,>0,s, <0, limk;(t)=0-0=00

t—>w

s,>0,8,>0, limk(t)=(c0 —0)

t—>w



odpoywviedz impulsovs

rozklad biegunow

r--=--r-=-"Aa-~-~-°"T1°-°°°7

1
2.3

1.3

0.3

0.03

-10

-0.05



Stabilnos¢ ukiadu

2° A=0,s, =s,— jeden pierwiatek podwdjny

K(s)=—< Kk (t)=— 1{( K 2}:ktesltl(t)

(5_51)2 5_51)

s, <0, limk,(t)=0

t—ow

s, >0, limk,(t)=oo

t—ow



Stabilnos¢ ukiadu

3 A<O, s,,s,— pierwiastki urojone

A A
s, =Res,+jIlms,=a+ jo,s,=Res,— jIms,=a - jo

jot - jot
ki(t)= L(e“”“’ —e 1o N(t) = ke"“(e ° jl(t)z ke sin ot

2w 2w
o =Res, <0, limk(t)=0
[ e
a=Res, =0, limk(t)=k

t—>oo

a = Resi > 0, limk;(t)=oo

t—o



20

13

10

r
1
:
!
1
:
_ .-
1 B
1 _ _
[ — _ _ :
prmmTTTTT _ _ -
1 o _ _ |
: - _ _ |
! _ _ _
1 _ _ _
a_ | Lo
z _ " ) _ _
[u] bo- | _ _ l_III_
S_ T _ ﬂll I
w_ IIIII B 1 1 . ) h
= ! o " _ _ :
.m" | | ro ' =5
[ ]
d_ W | _ " _ _
.m_ W 1 1 i _
z ! : _ _ _ _ _
| n.. 1 1 . | _
W_ -T-" m i _ _ _
N | L 1o ! i
_ .-
_ 3 oo L S
1 A R B_ ' : _ G
! : - 2.0 | .
(=) 1 _ _ _
1 o I m | _ _
1 = _— .I_ ! ; _ _ |
L L= Z_ ! ; | _ |
1 i ; _ _ |
1 N , ||T||_ _ _
I o ! ! : U _ _
! 100 o Bl
1 s ! ' , _ | 4
_ ) 1 1 . ! | _
_ - " _ _ " 1 "
_ ]
5 _ _ " _ 1 1
- _ _
" " | 5 L o
_ - !
—a- H |
1 1 1 _ _ o _ | |
h | 1 X | _ i _
| 1 1 | ! _ _ _ ) ||"| |
L | 1 1 ! " ! _ _||f||
1 1 X : _ | _ |
- uw 1 1 1 ! " " _ " |
s = =) I | _ _ _ _ | |
2 . u Lo . P _ |
Z _ 5 " i " i
L) _ _ _ _ _
I _ _ . un 2 2 1 ! . I
d ] _ _ _ o 2 [} 1 1
III W _ _ D = = 1 1
m IIIII | _ _ _ &= [=] = L
z III m _ _ _ _ [y =
g ES ! _ _ _ | N
E _ | _ . ! T T
£ o " _ i " _ _ =
: P _ : _
I = ! R H W o | _
1 = ! _IIII_ : | i _
| _ | w8 ! _ Ao 7 _ »
1 I 1 ) = ! 1 . - : | -
— 1 1 ] i ! 1 1 : _ | _ .
: !
Z - | " | ; i | "
1 | ! i m | N _
wr - ! i | 2 _ L
= = _ _ | _ .
T T 1 1 . m _ " "
— _ |
uy : _ IIII_ _ _
3 _ : - _ _
) [} ; 3 " | |
ur | 1
B = _ | -
: T3 _ _ _
— _ _ _
w _ :
) = :
w
= -
: ;
-

=0

a =
Resy,

a =
Res;,, > 0

0.4

03

0z

1N



Stabilnos¢ ukiadu

(0dlaRes, <0 i p<oo (p- skoniczone)
ldlaRes, =01 p=0,
odlaRes, >0ip>0.

limtPle®!

[ o)
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Im s
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Kryterium stabilnosci

Kryterium Hurwitza

¥(s)=as"+a s""+--+as+a,=0

Ma pierwiastki w lewej polptaszczyznie???

a,>0
A, =la,,|>0
a,, a
A, =" >0
n-3 an—2

TR 0 0 0 0 0O O

a, a, a, a, 0 0 0 0
Ap=la,, a,, a,, a, a, a, -~ 0 0/>0

: : : 0 0

0o 0 0 0 0 0 0 a




Kryterium stabilnosci

Przykiad - Szczegolny przepadek - n=3

¥(s)=as’+a,s°+as+a,=0

a, >0
A=|a,|>0
A,= A N
d
a, a, 0
A,=la, a a,/>0
0 0 a




Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

Polaczenie szeregowe

u = Y2
—>] X V1 UZ: Xy |:> — 3 x= [




Stabilnos¢ uktadéw ztozonych




Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

dz_f) _ Ax(t)+ Bu(t)

y(t)=Cx(t)+ Du(t)
gdzie :

A{Bi?l A(\)j’B{BZBEJ’C:[DzCl Cb=[B: Do) X(t){:z((ttﬂ

Stabilnosc:

qj(s):det[us_A]:de{us {BAIC zzﬂ:det[lls—Al]xdet[lzs—Az]:O

21

Whniosek: Uklad ztozony z elementéw polaczonych szeregowo jest stabilny jezeli
kazdy element jest stabilny



Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

Polaczenie rownolegte

+
u=u1=u2‘ X_[x1] y=y1-|—y2




Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

EREIN R
t _

0=y 0-c, €] 50+ Io. Db
Stabilnosc:

‘P(s)zdet[ls—A]:det{ls {’gﬁ £2ﬂ=det[lls—Al]><det[Izs—A2]=O

Wniosek: Uklad ztozony z elementéw polaczonych réwnolegle jest stabilny
jezeli kazdy element jest stabilny



Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

Polaczenie ze sprzezeniem zwrotnym

U = U=y, Y=y

+=® > Xq -
X1

y Y
u - U,:ul+y2 X_[

Y=V1

Y2 Uz =M




Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

uq (£) = u(t) — y,(t) ~

uq (t) = u(t) — Cx,(t) — Dyuy () = u(t) — Cox2(t) — Do (Cyx1(8) + Dyuy (1))
[l + D;DyJu,(t) = u(t) — C,x,(t) — D,Cix,(t) niech: w =1+ DD,

uq(t) = W_l(u(t) — Cox,(t) — D2C1x1(t))

d

x;ft) = Ay x, () + Byw™H(u(t) — Cox,(t) — Do Cyx4 (1))
Y1 (t) = Crx1 () + Dyw ™1 (u(t) — Cox,(t) — D Cix1 (1))
dx;t( D < oy ®) + By () "

= A,x,(t) + B, (C1x1 (t) + Dlw‘l(u(t) — Cyx2(t) — Dy Cyxq (t)))
dx,(t)
dt

= (C; — Dyw™'Dyw™Hx; (t) + (A, — B,Dyw™1Cy)x, (t) + B,Dyw~tu(t)



Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

dt || A- Bw"D,C, BwC, % (t) N Bw™ u(t)
dx,(t) | | B,(C,-Dw'D,C,) A,-B,DWC,||%(t)] |B,Dw
Cdt

y(t)=y,(t)+y,(t)=[c, -Dw'D,C, Dlwlcz]{xl(t)} + D h(t)

~Bw*D,C B.w'C
¥(s)= det sl—[ A - B i - > }
B,(C,-Dw'D,C,) A,-B,Dw’C,

= det[sl — A |det[sl — A ]det[s] - K,(s)K,(s)]=
=M, (s)det[l +K,(s)K,(s)]=0 gdzie:

M, (s) = det[sl — A |det[sl — A, ]

Kl(s) = Cl[SI - Al]_l B, + D,

Kz(s): CZ[SI — Az]_l B, +D,



Stabilnos¢ uktadéw ztozonych

7. warunku

¥(s)=M,(s)det[l + K, (s)K,(s)]=0

wynika, ze:

M, (s)=det[sl — A |det[sl — A, |=0

co oznacza ze uklad otwarty musi by¢ stabilny, czyli jego elementy musza
by¢ stabilne. (My = 0 — rownanie charakterystyczne uktadu otwartego)

Zatem dla uktadu zamknietego pozostaje warunek:
det|l + K, (s)K,(s)]=0

Rozwazmy szczegéblny przypadek, gdy elementy uklady sa jednowymiarowe.
Woweczas:



Stabilnosé uktadéw ztozonych

Rozwazmy szczeg6lny przypadek, gdy elementy uklady sa jednowymiarowe.
Woéwczas:

(5)= 8Lk 5)= )

Gdzie: M 1(5) M 2 (S)
M,(s)=det[sl —A ] M,(s)=det[sl — A,]

¥(s)=M,(s)det[l+ K, (s)K,(s)]=0

e - L) L) Le)]
()=o)t 1) S)} )1 :

¥(s) I\/I()+L() 0

Réwnanie charakterystyczne ukladu zamknietego, gdzie:

Lo(s)=Li(s)Ly(s) Mo(s)=M,(s)M,(s)




Stabilnosé uktadéw ztozonych

Na podstawie powyzszych rozwazan mozemy stwierdzic,
ze uklad ze sprzezeniem zwrotnym jest stabilny, jezeli
elementy ukladu s stabilne oraz rownanie
charakterystyczne ukladu zamknietego ma wszystkie
pierwiastki o ujemnych czesciach rzeczywistych

(o niedodatnich czesciach rzeczywistych i kazdy
pierwiastek o zerowej czesci rzeczywistej jest
pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu
charakterystycznego.



Kryterium stabilnosci

Kryterium Hurwitza

¥(s)=as"+a s""+--+as+a,=0

Ma pierwiastki w lewej polptaszczyznie???

a,>0
A, =la,,|>0
a,, a
A, =" >0
n-3 an—2

TR 0 0 0 0 0O O

a, a, a, a, 0 0 0 0
Ap=la,, a,, a,, a, a, a, -~ 0 0/>0

: : : 0 0

0o 0 0 0 0 0 0 a




Kryterium stabilnosci

Przykiad - Szczegolny przepadek - n=3

¥(s)=as’+a,s°+as+a,=0

a, >0
A=|a,|>0
A,= A N
d
a, a, 0
A,=la, a a,/>0
0 0 a




Kryterium stabilnosci

Rozwazmy jednowymiarowy uklad ze sprzezeniem zwrotnym, w ktérym:

K
(o) s(1+sT,)1+5sT,) (5
Transmitancja uktadu otwartego:
k k L,(s)
K — K K — 1: = 0
)= KlKS)= S o) ™ S s 5T, My ()

Réwnanie charakterystyczne ukladu otwartego:
M,(s)=s(l+sT, J1+5sT,)

Warunek stabilnosci uktadu otwartego:
1 1 :

-—<0, -——<0 czyh T,>0, T,>0
Tl T2



Kryterium stabilnosci

Roéwnanie charakterystyczne ukltadu zamknietego:

Y(s) =M,(s)+L,(s)=s{+sT )1+sT,)+k=s"TT,+s*(T,+T,)+s+k=0

a, =1,
A= \az =T,+T,>0

, >0

a, a. |(I,+T, T.T
Azz 2 3 — 1 2 1'2 :(T1+T2)X1_kXT1T2 >O,
dy & k 1
Stad:
1 1
T,+T,>kxTT,, zatem: 4+ >k

T



a, a, 0| [T, +T, T.T,
A,=la, a a, k 1
0 0 4 0 0

Poniewaz: A,> 0 pozostaje k > 0

0
T, +T,
K

=A, k>0

Ostatecznie warunek stabilnosci uktadu zamknietego

1

1

T,>0,T,>0,0<k<—+—

Tl

T



Rozwazmy dwuwymiarowy uklad ze sprzezeniem zwrotnym, w ktérym:

S .-
1+sT 1+sT k, O

s)=| EHsT) WS p o, Kz(s){ol kj
| (1+5T,) (1+5T,)]

Roéwnanie charakterystyczne ukladu otwartego:

M,(s)=(L1+5sT, JL1+5sT,)
Pierwiastki rownania charakterystycznego ukltadu otwartego wynosza:

—i, 1 poniewaz T, >0, T, >0 zatem —£<O, —i<0

LI P Ty B

Pierwiastki rownania charakterystycznego ukltadu otwartego leza w lewej
polplaszczyznie zmiennej zespolonej s



... i
Roéwnanie charakterystyczne uktadu zamknietego:

¥(s)=M,(s)det[l + K,(s)K,(s)|=0

K, K,
1+
W(s)= (T o sT et AT (@sT) )
1 1_|_ 2
- (L+sT,) (1+5sT,)

= (L+T, J1+5T, )(1 i (1 Jrk;T1 )](1 " (1 +k;T2 )j - +k;T1) L+ k;Tz )

=TT, +s(T,(A+k, )+ T,[1+k,))+1+k, +k,



Kryterium stabilnosci

Réwnanie charakterystyczne uktadu zamknietego:
Y(s) =M,(s)+L,(s)=sTT, +s(T,(A+k, )+ T,(1+k,))+1+k +k,
a,=T7T,>0
A=|a|=T,(@+k,)+T,(2+k,)>0
_Poa|_msk)Task) T
10 a, 0 1+k, +Kk,

= A, (1+k, +k,)>0, poniewaz A, pozostaje 1+k, +k, >0

Stad ostatecznie warunki stabilnosci:

T,>0,T,>0,T,(1+k )+T,(1+k,)>0,1+k, +k, >0



Stabilnos¢ ukladu - obiekty dyskretne

Analogicznie jak dla obiektow ciaglych uklad dyskretny
jest stabilny jezeli wytracony ze stanu rOwnowagi zostanie
sprowadzony do stanu rOwnowagi

Uklad dyskretny nazywamy stabilnym, jezeli dyskretne
wartosci sktadowych przejSciowych zmiennych stanu sa
ograniczone dla dowolnej chwili. Jezeli ponadto te
dyskretne wartosci sktadowych przejsSciowych daza do
zera przy liczbie taktéw dazacych do nieskoriczonosci, to
uklad nazywamy asymptotycznie stabilnym



Stabilnos¢ ukiadu

Warunek konieczny i dostateczny stabilnosci uktadow
ciggtych liniowych.

Uktad liniowy stacjonarny opisany rOwnaniem x_, = Ax_
jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wartosci

wlasne macierzy A leza we wnetrzu okregu o promieniu
jeden na plaszczyznie zespolonej z.
Im z

1 Obszar
stabilnosci

e
NIz




Stabilnos¢ ukiadu

Opis uktadu: X = AX, X,

;
Rozwiazanie: X, = Z [aklzf + akznzl’j‘l oy, n(n —1)- X (n -m, + Z)Zn_mk+l] Xy

k=1
dla pierwiaskow wielokrotnych rownania
Stabilnosé¢ uktadu r
¥(z)=det|zl -A]=(z-2)"(z-4,)" - (z-2)",> ' m =m<K

2,,2,,...,Z, — pierwiastki réwnania ¥(z)=0
r —liczba rézozny pierwiastkow,
m, —krotnosr k —tego pierwiastka,k =1,2,...,r

Z —
Si—j+p(j -1y dae (z-2 )™

i e B SO RACR



Stabilnos¢ ukiadu

Latwo zauwazyc ze

imo(n-2)-(o- {5 ¥ e -0 m

o " Twdialy|>1 me T

Zatem i

lim x, = lim Z[akle + o Nzt + g n(n=1)--(n—m, + 2)2”‘mk+1]x0
—>0 n—>c0 4=

tImz
Obszar
— Od|a|zi|<1 stabizlnoéci ‘Zi‘<1
o dlaz|>1 7/>(
/ Rez:

E
NIz




Jak to zbadaé

Dokonajmy przeksztalcenia: 7 =——

Takie przeksztatcenie dokonuje transformacji wnetrza kota o promieniu
jeden w przestrzeni z w lewa polptaszczyzne w przestrzeni s

Im w

" Rew<0

Re w

»

/1
N

A




Zastosowanie kryterium Hurwitza

z—1+—W =¥ 1+—W
1w 1-w

Po takim przeksztalceniu mozemy zastosowac kryterium
Hurwitza do badania wielomianu ¥*(w)

Przykiad:
Y(z) =z*+ayz+ qq

2
Y (w) = lp(Z)| Liw = <1+—W> + a4 (1 i W) + ag

1—w 1—w

w1 —-w)=1+w)+a(1+w) (1 —w)+ay(1-—w)?=

=(1+a1+a0) W2+ 2(1—(10)W+1—a1+a0=0



Przyktad c.d.

W1 -w)=10+a,+ay) w*+ 2(1l—agyw+1—a;+ay;=0

Teraz mozemy zastosowac kryterium Hurwitza, czyli:

1+a +a, >0
A=[2(1-a,)=1-a,>0

a, a, [20-a,) 1+a +a,
A= = =2(1-a, \1-
Y e aa )
czyli

l1-a,+a, >0



Dziekuje za uwage
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