Modele systemoéw
dynamicznych

Wyktad 9. Podumowanie



Poniedziatek godz. 12%0-13%
Wtorek parzysty godz. 7%0-9%
Sroda godz. 9%-11%- zdalnie

O OB

Godziny konsultacji




Analiza systemowa

s> Analiza systemowa - zbiér metod i technik
wspomagajacych analize, projektowanie, zarzadzanie i
sterowanie w zlozonych sytuacjach

o Systematyczny sposob analizy ztozonych probleméw w celu
osiagniecia okreslonego celu

o Opracowanie propozycji r6znych rozwigzan z uwzglednieniem
zlozonego celu oraz wielu kryteriow oceny rozwigzania

o Wspomaganie decydenta w wyborze optymalnego rozwigzania
sposrod wielu mozliwosci



Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka

itp.
P doskonalenie

(poprawa) modelu [*




Sygnaty Ciggle




Transformata Laplace’a

Rozwazmy funkcje f(t), dla ktérej f (t) =0 dla t<O0

Dla kazdego t, ‘ f (t){ <o zachodzi J- f(t)-edt<oo

f(t) 1

/\/\E

Definicja transformaty Laplace’a:
F(s)=2[F(O] = [ f(t)-eat

gdzie: S - Zmienna zespolona: S=0+ j@




Transformata Laplace’a

Odwrotna transformata Laplace’a

f

1 + oo
f ZHF(s)|= — .e%ds
(t)=<*[F( ﬂjfj

flt) — F(s)
przeksztalcenia
f't) <«  F'(s)



Transformata Laplace’a

o(t) 1
1
1(t) s
1
1(t)t :
tk—l 1
O s*
ot 1
1(t)e s+a
. w
1(t) sin wt o
1(t) cos wt S
S"t+w




Sygnaly Dyskretne

Transformata re




Transformata &

Rozwazmy ciag liczbowy f, dlaktérego f,=0 dla n<0

n

Dla kazdego n, |f|<oo zachodzi lim\f z™"|=0

n—oo

Z - zmienna zespolona: Z=0+ @



Transformata &

Definicja transformaty X

F(z)zgf[fn]dzf nf(;fnz‘”

Odwrotna transformata X :



Transformata &

f > F(z)

n

przeksztafcenia
f' <~ F ’(z)

n



Transformata &

L
1” z—1
Z
1,-n =
2
7°+1
1 -n®
“ -1y
Z
n
1,-a —
) ZSinw
1” Sihon 7> —2zc0sw+1
1 -CoS N 7> —7c0sw
" 72 —2z7c0sw+1




Typowe opisy

zmienne stanu - rOwnania stanu

Przypadek ciggly:

xW(t)]  Rownania stanu: Warunki poczatkowe:

<)1) dx(t)

=F(xt)u), )

Wektor stanu: X(t) =

; dt
X)) y(t)=G(x(t)u(t))
Przypadek liniowy:
dz_f) _ Ax(t)+ Bu(t)

y(t)=Cx(t)



Typowe opisy

rownania roézniczkowe

Roéwnanie rézniczkowe:

F(dmy(t) A™y(e) ) duE) 47 due) o

. ,y(t); —— =0 ki tk
di" ' dt™ dt d’  dt dt J Warunki poczatkowe

Liniowe réwnanie roézniczkowe:

d™y(t d™y(t dy(t
Tm()+am_1dt—m1()+...+31%+aoy(t): m>v
—b, du(t) b, d""u(t) f..+b, du(t) +hyut) Warunki poczatkowe

dt" dt¥?



Typowe opisy

transmitancja

_bs'+b, ;s +...+bs+h,
s"+a_ s"'+...+as+a,

I
‘-<
—~
w
~—
N
—~
~—~—

Transmitancja: K (S) m=>v

d™y(t d™ty(t dy(t d u(t d"ult du(t
3{ dtym()+am_l dtm¥l()+---+ai¥+aoy(t)}=§Z’{bvd—v()+bv_l dtv_g)+---+b1d—£)+aou(t)}

Zerowe warunki poczatkowe

Y(s)(s" +a, 5" +...+a,5+a,)=U(s)[0,s" +b, 5" +...+bs+b,)



Typowe Op1SYy

OdpowiedZ impulsowa

Transmitancja: K (S) Y S)

gdzie:

oraz:d(t) delta Dirac’a.

Odpowiedz impulsowa: Ki (t) =z 1[K (S )J Delta Dirac’a



Typowe opisy

odpowiezZ na skok jednostko

OdpowiedzZ na skok ]ednostkowy
Y(s) u(t)=1(t)

) -
Y(s)=K(s)(s)
1

U(s)=Z[1(t)]=-

oraz: 1(t) jest skoklem]ednostkowym

Transmitancja: K( )=

gdzie:

1I0 t 11
Odpowiedz na skok

jednostkowy: h(t) =< 1 |:—K (S ) J Skok jednostkowy
S



Transmitancja widmowa -

charakterystyvki czestotliwosciowe

u(t)=U sin et P y(t)=Ysin£a)t+go)

K(jo)=Re[K(jo)]+ jIimK(jo)=P(e)+ jQ(w)

k(o) P @) tlole)= 22

P(e)



K(jo)=Re[K(jo)]+ jIimK(jo)=P(e)+ jQ(v)

‘K(ja))( — \/P2 (a))+ QZ(a)) tg ((P(a))) = %




Typowe opisy

zmienne stanu - rOwnania stanu

Przypadek dyskretny: _ _
xr(ll) Réwnania stanu:
(2)
X
Wektor stanu: X, =| X = |:(Xn , Un)
X(K) Yn :G(Xn’un)
Przyktad: -
X ., =(x +u_ )mod 2 X =X +a-X +U

yn = Xn Y 4 yn — Xn
gdzie
- stopa procentowa

Rachunek bankowy

http:/ /www freeclipartisland.com/ http:/ /www freeclipartisland.com/

< {0,1}, u, € {O,l}



Typowe opisy

rownania roznicowe

Roéwnanie réznicowe:

|:(yn+m’ Yiemogre-e yn;Un+V,Un+V_1,...,un):O

Liniowe rOwnane roéznicowe:

Voo +a Yo, +...+8Y, =bu . +b, U

vV n+v

+...+byu,

n+v-1

Przyktad:

yn+1 = (yn +un) mOd 2 yn+1 = (1+a)yn +un

Y, € 0,1} u, {01} Rachunek bankowy

http:/ /www freeclipartisland.com/ http:/ /www freeclipartisland.com/



Typowe opisy

Transmitancja

Transmitancja: K (Z) _ @

_b,z"+b, 2" +...+bz+b,

K(Z)_ m m-1 ] m>V
2" +a 2"+ +az+4a,

%[ymm + am—1yn+m—1 et a1yn—1_|_a‘0 yn] — %[bvunw + bv—lun+v—1 +eeet b1un—1 + aoun ]

Y(z)z" +a, 2" +...+az+a,)=U(z)b,z" +b, 2"  +...+bz+b,)

Przyklad:

K(Z) - (Z _ (1+ a)) Rukowy

http:/ /www freeclipartisland.com/




Typowe opisy

skretha odpowiedz impulsowa

Dyskretna od iedZ i 1
yskretna odpowiedZ impu SOVV?Z)

Transmitancja: K (Z) 0 (Z )

dzie:
5 U(z)= 25, ]=1
mmn
oraz: 0, delta Kroneker’a.
Dyskretna odpowiedz impulsowa: Delta Kroneker’a

kin — %_1“((2)]



Typowe opisy

Odpowiedz na skok jednostkowy

Transmitancja: K(Z)= Y Z)
U (Z) u =1 I
n =1, Jeeeeeeee
Y(z)=K(z)U(z
gdzie: N
U(Z):%[ln]:i 0000000 >
z-1
oraz: 1 dyskretny skok jednostkowy. Dyskretny skok
jednostkowy

Odpowiedz na skok jednostkowy:

n, = %{i K(z)}

z—1



Transmitancja widmowa -

charakterystyvki czestotliwosciowe

un:U sSin on Y, :Ysin(a)n+(o)

K(jo)=Re[K(jo)]+ jIimK(jo)=P(e)+ jQ(w)

k(o) P @) tlole)= 22

P(e)



Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element proporcjonalny (idealny)

y(t)=ku(t)

Transmitancja:
K(s)=k
Odpowiedz impulsowa: Odpowiedz skokowa:
k (t)=ks(t) h(t) = k1(t)
W

h&): k=1




Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element caltkujacy (idealny)

WO @), yO=K[ulHr  Tranemitande K(s)=X

Og]!:)owiedz impulsowa: O Odpowiedz skokowa: )
k. (t)=Kk1(t) h(t) = kti(t)

T S I R

L
80

W rzeczywistosci nie istnieje



Podstawowe liniowe elementy

so Element r6zniczkujacy (idealny)

y(t) = du—(t) Transmitancja: K (S) = ks

W rzeczywistoSci nie istnieje
Odpowiedz impulsowa: ? Odpowiedz skokowa: h(t) =ko (t)
A h(t) A
?




Podstawowe liniowe elementy

*> Element INercyjny plerwszego rze;au

(proporcjonalny z inercja)

K
d(yj—E)w() ku(t) KO)=gp 70
. Odpowiedz skokowa
OdpowiedZ impulsowa:
()= 710 n(t)= kb ()

T
1 »

k=1

k(t)




Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element calkujacy z inercja

K
kj e Tddty) d(yj?):ku(t) KO)= Sesg) T

Odpow1edz Impulsowa Odpowiedz skokowa:

ki (t) =kl hi(t) h(t)=k(t—T[@L—e™" (t)
h(t) .




Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element r6zniczkujacy z inercja

dy(t) _ du(t) K(s)= ks T>0
T?—Fy(t)—k dt (S) TS+1’ >
Odpowiedz impulsowa: Odpowiedz skokowa:
_t
(1) =X 5(0) -~ e Ta(t) h(t)= < e 1)
T T
:
k@ T n(t) 4, ©

I\J|
& & ) & & &
o [ - w n -



Podstawowe liniowe elementy

s> Element inercyjny drugiego rzedu

K

d?y(t) dy(t)
e = K — y T ,T O
e dt’ +(Tu+T.) at )=kt ) (Ts+1)(T,s+1)" 7 ”
OdpowiedZ impulsowa: Odpowiedz skokowa:
1 . . T T
k (t)=k U A-tT, 1), T, =T _ _ 1 —t/T, 2 —t/T, ’
() (Tl T (O )] () T, =T, ht) k{l e e ]1(t), T, =T,

ki(t)= k(%tet” jl(t), T,=T,=T h(t)= k(l—(%t +1jet/T jl(t), T,=T,=T



Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element inercyjny drugiego rzedu

Odpowiedz impulsowa: Odpowiedz skokowa

o




Podstawowe liniowe elementy
dynamiczne - element oscylacyjn

128 02, By -t @ - 0<c
2
12, ] B Ko
di/( )+2§60 %JMO y(t)=kaopul(t) K(s)= s’ +2&w, S +w!
Odpowiedz impulsowa: Odpowiedz skokowa
Ko - _ o
k.(t)= "_ e~ <'sinllw, 1- &7 Jt)1t);, h(t)=k|1-e " cos a’ot+ sma)o] U
N L e
Koy i
k. (t)= \/1?7(9 *tsin(o,t J1(t) h(t)=k|1 Fsm a)ot+go)]1(t)
w, = o _1- &7 V1-¢°
| ) %:(wn 12 | =arcg V2
| S
gdzie
& - wspolczynnik ttumienia, @,- naturalna czestotliwos¢



Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element oscylacyjny

OdpowiedzZ impulsowa: Odpowiedz skokowa:




Podstawowe liniowe elementy

dvnamiczne

s> Element op6zniajacy

o Przyklad
Y(t) = u(t — z'o)
u(t)\Q v = gdzie: 7, = I; - opOznienie czasowe
(Q Q y(t) v - predkosé

| - dlugosc¢




Opis systemu ztozonego

(1) (1)
1) (1) Y1 Us (1) (1)
X U, > Ol _: 03 Y3 Vv >
y1(2) u §2) v N
(2) - 8) yg) (3)
X o O, v >
(2)
U, vy

Przykiad systemu zlozonego



Sterowalno$é Obserwowalnosé

u(t) y(t)

— > OBIEKT ———

u(t) - Sygnal wejsciowy (ciggty) dim u(t)=S d)(;—t) = AXx(t)+ Bu(t)
! t
y(t) - Sygnat wyjsciowy (ciggty) dim y(t)= L y(t)=Cx(t)+ Du(t)
A-(KxK),B-(KxS)
X(’[) - Wektor stanu systemu dim x(t)= K C —(L>< K), D— (L>< S)

Sterowalnos¢ wzgledem stanu:
A
H=[B:AB:A’B: ... :A'B] rzH =K dimu =1 detH #0

Sterowalnosc wzgledem wyjscia:
Q=[D:CBiCABICAB: - iCA*'B] 1ZQ =K +1dimu =dimy =1detQ=0

Obserwowalnos¢: |C
CA
G=|CA’ r:G=K dmu =1 detG=0

CAX™



Stabilnos¢ uktadu - obiekty ciagte

Idklad jest stabilny jezeli wytracony ze stanu rownowagi
zostanie sprowadzony do stanu rownowagi

Detfinicja stabilnosci w sensie Lapunowa

Punkt rownowagi x,, = 0 nazywamy stabilnym jezeli
Ve >03n >0, ze trajektorie rozpoczynajgce sie¢ w punkcie
X, € O(x.,77) dla dowolnej chwili t, X(t) e O(x,, 5)

Jezeli ponadto !Lrpo X(t)=0 to punkt x,,=0 nazywamy
asymptotycznie stabilnym



Stabilnos¢ ukiadu

Przyktadowy przebieg trajektorii:

1 — Uktad stabilny asymptotycznie
2 — Uktad stabilny, ale nie
asymptotycznie

3 — Uktad niestabilny




Stabilnos¢ ukiadu

Warunek konieczny i dostateczny stabilnosci ukladow
ciggtych liniowych.

. . . . . dx(t) _ AxX(t)
Uktad liniowy stacjonarny opisany rOwnaniem ~ g~ =
jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wartosci
wlasne macierzy A maja niedodatnie czeSci rzeczywiste
i kazda wartos¢ wlasna o zerowej czesci rzeczywistej jest
pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu minimalnego
macierzy A.



Stabilnos¢ ukiadu

S



Kryterium stabilnosci

Kryterium Hurwitza

¥(s)=as"+a, " +--+as+a, =0
Ma pierwiastki w lewej potptaszczyznie???

a,>0
A, =la,,|>0
a. a
A,=| " >0
an—3 an—2
a,, a, 0
A3 = an—S an—2 an—1 > O
a‘n—5 n-4 n-3

an—3 a‘n—2 an—l a'0 O O
>0

an—5 an—4 an—S

>
'S
I
©
S5
o
o))
>
iR
e O
o
© © o o o
© o o o

QD
S



Stabilnos¢ ukiadu

Warunek konieczny i dostateczny stabilnosci uktadow
ciggtych liniowych.

Uktad liniowy stacjonarny opisany rOwnaniem x_, = Ax_
jest stabilny wtedy i tylko wtedy gdy wszystkie wartosci

wlasne macierzy A leza we wnetrzu okregu o promieniu
jeden na ptaszczyznie zespolonej z.

Im z
Obszar

1 stabilnosci

N

Re z

2\
X




Jak to zbadaé

. _ 1+w
Dokonajmy przeksztatcenia: 7 =—

1-w
Takie przeksztatcenie dokonuje transformacji wnetrza kota o promieniu
jeden w przestrzeni z w lewg potptaszczyzne w przestrzeni s

* Alm w

//
N




Dyskretyzacja sygnatlu cigglego

T, — czas trwania impulsu

FO,f() =0dlat <0

T, = T = At — stte
Ekstrapolator — E

£,
p
Impulsator ——

t, = t, + nAt
ty=0n=0,1,2, -

At - okres dyskretyzacji



Iplsator

fo |1 AR
(t) ) t
f© 1 O O
Impulsator Czion

idealny Formutujgcy



Czlon formutujacy
szerokosc impulsu — t<At - state

K. (s)= 8] L[, Nt -t,)-2t-t, - 7))

ZIF(t), Zft )ot-t, )|




Relacje pomiedzy opisami

Réwnania stanu

”(t ) Impulsator u' (t ) , Czlon u, (t ) , OBIEKT y(t) | Impulsator Yy ) (f )
idealny u(tn ) formulujacy CIAGLY | idealny )’(tn )

|

{4

x.,=Ax +Bu,

y, =Cx, +Du,



Relacje pomiedzy opisami

Réwnania stanu

Opis przy pomocy rownan stanu — impulsator idealny bez cztonu formutujgcego

B _ o) Bule), 5= xi) 9(0)=Cxl)+ Dult)

dt
”(t ) Impulsator ”*(f ) | OBIEKT y(t) ,| Impulsator Y ] (t )
idealny u(fn ) CIAGLY idealny Y(fn )
“u(t) Au (f Ay(t) Ay (t
uftn)/u(i-tnﬂ) (e, )o(t )“(t 1)5(t 1) (t,) y(t'“fl;) (e, )5 (e )y(t 1)5(f 1)
A ! At [ / AL [ At !
L t, o 6, ot t, ot




Relacje pomiedzy opisami

RoOownania stanu

x(tn+1)

x(t,,)= e x(t Y+ e Bu(r )= e x(r, )+ ™ Bult,)

Il
Q
=
L
><\—/
—_
™~
x
~
+
—
Q
=
i
2
oo
<
—_
™~
S
~—
S,
—
=
|
~
~—
U
|

niech: X(tn)= X, U, :u(tn)’ Y = J’(tn)

AN
X 4 =e

n



Relacje pomiedzy opisami

RoOownania stanu

Opis przy pomocy rownan stanu — impulsator z cztonem formutujgcym

dx(t) _

~ == Ax(t)+ Bult), xp =alto), yr)=Cxle)+ Dule)

“(t) Impulsator u' (1 )‘ Czlon u, (t)‘ OBIEKT y(t) | Impulsator L@)»
idealny ult,) | formutujacy | CIAGLY | idealny y(t,)
Au(t) y " (t Aup (t) A y(t) Ay*(t
u ()f(z) (6600, ult, )50, (e o) M Pl 00,0
i O
Ar ! IAt“ ! A 1 IAt{
t” t”+1 tn ZLn+l ] tn At ZLn+l ] tn tn+1 ] t" t”"‘l



Relacje pomiedzy opisami

RoOownania stanu

ot A . ult,) dlat,<t<t,+c
x(tn+1):eA( il ")x(tn)+ J'eA(tn )Bu (T)dT, ” (Z_):{ (0 ) P
n — " = "n+l

t
t,+ t,+o
x(t, ) =ex(r )+ IeA(t”+1_T)Bu (¢, )dr =e™x(¢,)+ j e By (1 Yt
4 At—o b

niech: T=At—-o x(t,)=e™x(t, )+ J‘eAdef ult,)

niech: x(¢,)=x,, u,=ult,), v, = (fn)m

X, =e"x +u, jeAdef u, X, =AX,+Bu,
At=o :,l: y =Cx,+Du,
v, =Cx, 4; Du, W B B
gdzie: A=e™, B= IeATBdf, C=C, D=D
At—o
Szczegolny o =At Ekstrapolator rzedu E,
przypadek: At AZerowego -

B= [e"BdT=[e"Bd7 =A™ - 1|3
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so L.F. Shampine, I. Gladwell, S. Thompson - Solving ODEs with MATLAB,

Cambridge Univ. Press, 2003.
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Kolokwium zaliczeniowe

so Termin zero zaliczenia: 22.06.2026 (poniedziatek)
sala 22, budynek C-3, godzina 730-74

so Termin zaliczenia: 22.06. 2026 (poniedzialek)
sala 22, budynek C-3, godzina 74>-9%



Termin ,zero”- zasady

% Pozytywne aktualne (tegoroczne) zaliczenie form pomocniczych > 3.0

s> Propozycja oceny - warto$¢ Srednia z czeSci catkowitej sumy ocen form
pomocniczych

cwiczenia+laboratoria
[ : I >35

tj.: propozycja oceny =

s> Obecnos¢ na ostatnim wykladzie
s> Nieobecni (bez wzgledu na przyczyne) rezygnuja ze zwolnienia

s> Mozna wczesniej ale nie po terminie 0. Nalezy przedstawic

potwierdzona ocene.

Osoby, ktore maja zaliczenie form pomocniczych z ubiegtych lat prosze o

przedstawienie udokumentowanej oceny przed terminem ,zero”
57



Dziekuje za uwage
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