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informacje dodatkowe
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Typowe zadania decyzyjne

Zadanie decyzyjne bez ograniczen: 7, = R°

o
¢(x)=0

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

rownosciowymi: MG
‘a Y = {xe@?s 0, (X)=0,0,(X)=0,...,0,(X)=0,L < S}

2
1 w,(x) <0
Mo / ,y(x)<0

X)<0
Zadanie decyzyjne z ograniczeniami

nierownosciowymi:
9 = {x e R 1y, (X)<0,p,(X)<0,...,p,, (X) < 0}

X @
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Zadanie optymalizacji bez ograniczen

Zadanie optymalizacji: X~ — F(X") = min . F (X)
XeD =R

Zatozenie: F (X) jest funkcja ciagta i rozniczkowalna.
Warunkiem koniecznym aby X’ byto minimum lokalnym jest:
V. F(X)|,. =0s

Jezeli F (X) jest funkcja pseudo -*wypuktq, powyzsze rownanie jest warunkiem
koniecznym i wystarczajacym aby X byto minimum globalnym

Jezeli H (X) jest dodatnio pot okreslona V x € Z°  to rozwiazanie
powyzszego rownania jest minimum globalnym

JezeliH (X) jest dodatnio okreslona V X e R° powyzsze rownanie ma
jedno rozwigzanie X i jest ono minimum globalnym
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami rownosciowymi

Metoda mnoznikéw Lagrange’ a

Funkcja Lagrange’a:

L(x, 1) = F(x) +ZL:/1,¢, (X)=F(xX)+A' ¢

gdzie: @(x)=

Warunki konieczne optymalnosci:

V. L(x,A)

X" A" - OS

V., L(X,4)

X

G(X)=|[V,p(x) i V

(x)
@,(X)
@,(X)

K4 (X)_

x(oz (X)

.=0_ & rank G(x) =rank [G(x)

- wektor
wspotczynnikow
Lgrange’ a

o vxF (X)]’

qupL (X)]
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami

nierownosciowymi Metoda Kuhna - Tucker’a

Funkcja Lagrange’ a:
L(x, 1) = F(X)+ 1w (x) & L u)= F(X)+Zﬂml//m(><)

Hy
Warunki konieczne optymalnosci: adzie: 4= ,sz - wektor
: wspotczynnikow
| m Lgrange’ a
T
1 VﬂL(x,y)‘X*’ﬂ* _
vV, L(X 1) oo S Oy
U > Oy <> gdy rozwiazanie jest regularne
A B ]
. sz 5= ﬁ:Z

24 < ﬂ — vs:l,...,sas < ﬂs

Ag Bs ]
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Numeryczne metody optymalizacji

x* = F(x*) = min F(x)

X€ED,

x @)
Problemy analityczne:

1. Nieliniowa ztozona funkcja celu F i
ograniczen ¢ oraz .

2. Nierozniczkowalnos¢ funkcji F, ¢
oraz 1.

3. Nie jest znana postac analityczna
funkcji F, ¢ oraz iy, mozna jedynie
,zmierzy¢” wartos¢ funkcji

4. Duzy wymiar wektora zmiennych
decyzyjnych.

@D
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Metody numeryczne

X" — F(x")=min F(x),
X e,
Konstruujemy ciag przyblizen na podstawie wartosci funkcji F(X) w danym

punkcie X

X, > X > X, > .. > Xy = X
VRV ARV VR
F(X,) > F(X) > F(x,) > .. > F(xy)=F(xX%)
)((2)A
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Numeryczne metody optymalizacji

Me)

Algorytm
Xn+1 = P (xpn), Xo

* Wybor kierunku
poszukiwan.

* Optymalizacja w
Kierunku.

- « Warunki zatrzymania

d, procedury.

Xy X1y ey Xppy o) Xy = X
F(xy) >F(xy) > ..>F(x,) > ..>F(xy) = F(x")



A
Politechnika Wroctawska

Wybor kierunku poszukiwan

e

» Kierunki bazowe iich
modyfikacje — metody
bezgradientowe.

» Kierunki oparte na
gradiencie funkcji —
metody gradientowe.
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Optymalizacja w kierunku

Xo - punkt poczatkowy
X1 - punkt koncowy

d - kierunek

T - dlugos¢ kroku w
kierunku

@D

" = F(xg + 7°d) = min F (xy + td)
T

Xo, d — ustalone F(x, + td) £ f(7)
f (r) — funkcja jednej zmiennej (dtugosci kroku 1)
" - f(z7) = min f(7)

T

optymalizacja w kierunku = optymalizacja funkcji jednej zmiennej



A
Politechnika Wroctawska

Warunki zatrzymania procedury

|F(xn+1) - F(xn)l

[%n41 = Xl

”xn+1 - xn” <¢g; |F(xn+1) - F(xn)l < 0;

Uwagal

Fx)
@

P-4l

@D
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Dobra rada

!
lrew— | < ¢

@

Xo, X9 - rézne punkty poczatkowe
Xn, X', - 0dpowiednie punkty koncowe
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e Metody optymalizacji w kierunku
- Podziat rownomierny
- Podziat na potowe
- Ztoty podziat
- Aproksymacji kwadratowej
- Metoda pierwszej pochodnej
- Metoda znaku pochodnej
- Metoda Newtona
- Metoda Bolzano




A
Politechnika Wroctawska

e Bezgradientowe metody optymalizacji
- Hooka-Jevesa z krokiem dyskretnym
- Rozendrocka z krokiem dyskretnym
- Hooka-Jevesa z krokiem optymalnym
Rozendrocka z krokiem optymalnym
- Powella - kierunkow sprzezonych
- Neldera-Meada (simplex)
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e Gradientowe metody optymalizacji
- Gradientu prostego
- Najszybszego spadku
- Newtona
- Fletchera-Reevesa (gradientu sprzezonego)
- Zmiennej metryki
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e Metody optymalizacji z ograniczeniami
- Transformacji zmiennych
- Funkcji kary
« Kary zewnetrznej (kary)
« Kary wewnetrzne (bariery)

- Metody modyfikacji kierunku
- Metoda compleks
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Optymalizacja w kierunku

Xo - punkt poczatkowy
X1 - punkt koncowy

d - kierunek

T - dlugos¢ kroku w
kierunku

@D

" = F(xg + 7°d) = min F (xy + td)
T

Xo, d — ustalone F(x, + td) £ f(7)
f (r) — funkcja jednej zmiennej (dtugosci kroku 1)
" - f(z7) = min f(7)

T

optymalizacja w kierunku = optymalizacja funkcji jednej zmiennej
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Fx) = (x® =2)" + (x@ = 1)", xp= [—2],d _ H

—2 1

@)

e

_ _ -2 1] _[-2+1=x*7
xl_x0+Td_[—2]+T[1]_ —2+1*T]

Fxg+1d) =(-24+71-2)+(-2+1—-1)?% =
(t—4)2+(t—3)2 =212 —-141+ 25 2 f(7)

| f'l(r)=41t"—-14=0
- z-'J'lﬁ 1 ‘\H\“—'—:E-'-""ME IEI} N
N =35

xl_x"”d‘[—2]+3'5*[1]_[1.5
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Metody zawezania odcinka

Zatozenie: t* € [a, b]

f(t)
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Spetnienie zatozenia 7 € [a, b]
f(t)

f(tg + (n—1)4) > f(r, + nd)
f(rg +nd) < f(rg + (n + 1)A)
a=1,+(n—-1)A
b=1y+(n+1)A

Ty  Toth Tpr(n-1)A Tprnh Ty+nt+1)A T
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Podziat rownomierny

f(t)
: b—a . . ,
| N = [—8 ] - liczba wyliczen
| i wartosci funkgji
I I
I I
| | Przyktadowo dla:
I |
| | e le-
| | U n
I | 1
——‘—0—6—0—0—0—0—.—‘—}-— i
a T‘I 1—2 Tn b -1- [ O 100
TO =a

Tp = Tog + NE

T~ T - f(7) = min {f(7,)}

1<n<N
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Podziat rownomierny

f(z)

N=1=2| - liczba wyliczen
wartosci funkciji

Przyktadowo dla:

1
i a1 1, b =0 =100
Tg = QA
7=Totn
T*zf*f(f)— min {f(7,)}

1<n<N
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Zawezanie odcinka

f(z)

fan)? f(Bn)

f(z)

flan) < f(Bn)
An+1 = Qn

bny1 = Pn

f(by)

=
=2 e __Z
+

an:+l
@, @, ﬁin
f(an) > f(Br)
Ap+1 = Ap
bpy1 = by

cMl
=
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Metoda podziatu na potowe

f(z)

N =?dlae=001,A=b—-a=1

Dane:

Krok O:
Krok 1:

Krok 2:

Krok 3:

ag, by, €, 6
n=20
1
an=5(an+bn)—5
1
ﬂnzz(an+bn)+5

Jesli f(a,) < f(B,) to
Aps1 = Ay bpyq1 = Pn,

W przeciwnym razie

Ant1 = O, bpyq = Dy.
Jesli |b, 1 —ayi1| = €to
n:=n+ 1, idz do kroku 1,
W przeciwnym razie

7= 5 (ans1 + buys) (STOP)
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Oszacowanie liczby krokow procedury

e ANp=by—ay=1 poczatkowa dtugosc odcinaka

e Ai==A, dtugosc odcinka po jednym kroku

2
e A=1A= (%) A dtugosc odcinka po dwoch krokach

N
o Ay= %AN_1= e = G) A, dtugosc odcinka po N krokach procedury

e Oczekujemy, ze po N krokach procedury dtugosc odcinka bedzie
mniejsza od ¢.
« Zatem liczba niezbednych kotkow procedury spetnia warunek

Ay= (%)N Ap< €

e dzielimy przez A,
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Oszacowanie liczby krokow procedury

N
. (1) << logarytmujemy obustronnie
2 Ag
o I (l)N <In— li
n(;) <ing czyli
e Nin G) < In— dzielimy obustronnie przez In G)
0

. . 1 . . . . . . 4 14 .
Poniewaz In (5) jest liczbg ujemnag zmieniamy znak nierownosci.

Czyli minimalna liczba krokdéw procedury spetnia warunek:

&€

. N> Iy, Ino0.01 _ 4.605
T Ing In0.5  0.693

~y
~

Poniewaz w kazdym kroku procedury wyliczany dwie wartosci funkcji to liczba
koniecznych wyliczen wartosci funkcji wynosi:

Liczba wyliczen wartosci funkcji = 2N = 14
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Metoda y podziatu

f(t)

Dane: g, bo, €, Y

Krok O: n=20

Krok 1: a, = b, +v(a, — by)
Bn = an +v(b, —ay,)

Krok 2: Jesli f(a,) < f(B,) to
Apt1 = Qp, by = B,
W przeciwnym razie
An+1 = Anybpt1 = Dy.

Krok 3: Jesli |b,, .1 — ayy1| = €to
n:=n+ 1, idz do kroku 1,
W przeciwnym razie

7= 5 (@n1 = byy) (STOP)

fn = a, +y(b, —ay)

N=?dlae=0.01,A=b—a=1



A
Politechnika Wroctawska

Oszacowanie liczby krokow procedury

e Ap=by—ay,=1 poczatkowa dtugos¢ odcinaka, £=0.01
o A=7A, dtugosc odcinka po jednym kroku
o A,=7yA;= (y)%A, dtugosc odcinka po dwoch krokach

o Ay=7Ay_1=-= (yY)NA, dtugosc odcinka po N krokach procedury

e Oczekujemy, ze po N krokach procedury dtugosc odcinka bedzie
mniejsza od ¢.

o Zatem liczba niezbednych kotkow procedury spetnia warunek
Ay= (DNAp< ¢
e dzielimy przez A,
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Oszacowanie liczby krokow procedury

e (PN < Ai logarytmujemy obustronnie
o In(pV < lnAi czyli
0
e Nin(y) < lnAi dzielimy obustronnie przez In(y) .
0

Poniewaz in(y) jest liczba ujemna zmieniamy znak nierownosci.
Czyli minimalna liczba krokdéw procedury spetnia warunek:

=
Vv
|

« Poniewaz w kazdym kroku procedury wyliczany dwie wartosci funkcji to liczba
koniecznych wyliczen wartosci funkcji wynosi:

o Liczba wyliczen wartosci funkcji = 2N

y =77
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Metoda ztotego podziatu

Tan T, "B, b, Yi+y—1=
| | | | N
- ™ 4 4 | = =~ 0618
dpn41 {Il"l'l'l:? 1ﬁn+1 lbﬂ+1 ) i 4 2
An+1 An+1 Pri1=7 by
1. M =, Czy“

bn+1—An+1

an_an_bn'l'y(an_bn)_an_bn_an‘l'y(an_bn) 1

— — =——]_=y
Bn—an antylb,—ay)—ay Y(bn — ay) )4
2 M:y Czy”
" bpt1—Antq ’
bn_ﬁn_bn_an‘l'y(bn_an)_bn_an‘l'y(bn_an)_1_1:]/

bn_an_bn_bn_y(bn_an)_ V(bn_an) _V
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Metoda ztotego podziatu c.d.

f(z)

flan

Dane:
Krok O:

by
fbn Krok 1:

|

ya
i Krok 2:

(=
4
=~

an Jgn

Any1 Tniq ﬁn+1 bn+1

An+1 Aptq Ppiq bi’l+1

1
~ 0.618
N =?dlae=0.01,A=b—a=1

V5-1
Ao, bOI &Y = T
n=0
ag = by +v(ao — by)

Bo = ao +v(by — aop)

Jesli |b, —a,| <egto

# =~ (a + by)(STOP)

W przeciwnym razie — krok 2
Jesli f(an) < f(By) tO
An+1 = Any bpi1 = Bn,
Brn+1 = Ay,

An+1 ° :Bn + )/(Cln _ bn)
n:=n++ 1, idz do kroku 1
W przeciwnym razie

An+1 = O, bpy1 = by,
An+1 = P

Pn+1 = an +y(by — an)
n:=n++ 1, idz do kroku 1
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Oszacowanie liczby krokow procedury

e (PN < Ai logarytmujemy obustronnie
0
e In(VN <In= czyli
Ao
e Nin(y) <in- dzielimy obustronnie przez In(y) .
0

Poniewaz in(y) jest liczba ujemna zmieniamy znak nierownosci.
Czyli minimalna liczba krokdéw procedury spetnia warunek:

o Poniewaz w kazdym kroku procedury wyliczany dodatkowo wartosci funkcji to liczba
koniecznych wyliczen wartosci funkcji wynosi:

e [ny=1n0.618 =-0.481

. N>oBo _ In0o1 _ 4605 _gpog g
— Iny In0.618  0.481 ’

o Liczba wyliczen wartosci funkcji = N+1 =10+1 =11
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Metoda aproksymacji kwadratowej

f(t) q(t)

a<b<c
f(a) = f(b)
f(b) < f(c)

q(t) — aproksymacja kwadratowa
* - minimum funkcji q(7)

f@)(T—=b)(T—c) f(b)(f —a)(t—c) f(C)(T —a)(t—Db)
(a—b)(a—rc) (b—a)(b—rc) (c—a)(b—rc0)

C1F@(b2 = ) + FB)(c? — a?) + f(O)(a® ~ b?)
"2 f@O -0 +fB)(c—a)+f©)(a—Db)

q(1) =
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Metoda aproksymacji kwadratowej

ftr) b, < T, ft)

!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
'
C

|
I
+ +

an bn T‘:I

: n T an h bn cat
f(by) = f(tn) fby) < f(zn) f(by) = f(z7) f(by) = f(z7)
Apt1 = by An+1 = An Ap41 = An Apt1 = Tn
bry1 =T bpy1 = by bpy1 = Tp bpt1 = by
Cn+1 "= Cn Cnt1 = Tp Cn+1 = bp Cn+1 = Cn

ES

lcni1 — anpil <& T=1544
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Metoda aproksymacji kwadratowej

Dane: Ay, bo, Co, €
Krok 0:n =0

. _ 1f(a)(bi—ci)+f(bn)(chi—aR)+f(cn)(@ar—bA)
KrOK L Tn = S ) (b 7o) (en )+ (en) (@n—bm)
Krok 2: Jesli b,, < t,, to idz do kroku 3
W przeciwnym razie
Jesli f(b,) = f(r,) t0 ap4q1 == ayp, bty == Ty, Cnyq1 == b, idz do kroku 4
W przeciwnym razie a, ;1 = Tpn, bpt1 = bn, Cnt1 = Cp, idz do kroku 4
Krok 3: Jesli f(b,) = f(t,) t0 a,,41 == by, byi1 = Ty, Cpna1 = Cp idZz do kroku 4
W przeciwnym razie a, ;1 = an, b1 = bn, Cny1 = Tn, idz do kroku 4
Krok 4: Jesli |cpy1 —api1l = cton=n+1 idZz do kroku 1

W przeciwnym razie 7T = %(an+1 +cp1) (STOP)
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Metoda pierwszej pochodnej

f(z)

Tn+1 = Tn — an,(tn) Yn > 0,7
limy, =y

n—00
(0]

zyn =
n=0

nE). |1The1 — Tnl <& (STOP)

L " "
Tp-1 Tn Thn+1
To T

Ty = To — Yof (7o)
T, =71 —V1f ' (T1) = 70 — vof (o) —v1f ' (71)
Tpe1 = Tn — an’(Tn) — =Ty — )/of’(To) —y1f'(t) — - — Vn{l(Tn)

Ts1 = ol = | Z Vef (@] < Z nlf @)l < max '@l Y re
k=0

o<k<n
—To|<zyk—°°



A
Politechnika Wroctawska

Metoda znaku pierwszej pochodnej

Tn+1r = Tn — 19nSign[f,(Tn)]

Yof ' (Tn) = vulf (Tp)| * sign f'(z,) = 9, Sign[f,(rn)L gdzie 9, = y,|f ' (t5,)
9, >0

lim 9,, =0, bo lim|f'(z,)| =0, limy, =y
n—-oo n—oo

n—>0oo

E 9, = © lim 9,, = lim y,|f'(z,,)| =0
n—00 n—00
n=0
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Metoda Bolzano

sign a,, # sign by,

f(z) f(r) f(z)

| I
| |
| i

n %(u;+bn) bn 4 a, %(un‘m) bn 1 n %(u:wn) b 1
. N 1
sign an = sign(f' G (an +bn))) _ (1 sign by, = sign(f' (an + by)))
1 f 2 (ap+bp) ) =0 2
Uniy =7 (a,, + by) An41 = A

N 1
bns1 = by 7=t b b1 =5 (an + by)
(rzadko)
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Metoda drugiej pochodnej

() f@)

To
f' ()
Tn+1 = TTL - f”(T )
n
Tn+1 — Tnl < € (STOP)

T T T

1
f(@)=f(r9) + (r —10)f (ro) + 5 (T — 1) %f" (o) + 03(IT — 7]
\ J

Y
q(t)

q' (1) = f'(to) + (" —10) f"(70) = 0
@)
° f(x0)
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Dziekuje za uwage
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