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Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

Założenie:            jest funkcją ciągłą i różniczkowalną.

Zadanie optymalizacji: )(min)(
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Warunkiem koniecznym aby       było minimum lokalnym jest:
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Jeżeli jest funkcją pseudo - wypukłą, powyższe równanie jest warunkiem 

koniecznym i wystarczającym aby        było minimum globalnym
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Jeżeli             jest dodatnio pół określona                  to rozwiązanie 

powyższego równania jest minimum globalnym

( )xH Sx R

Jeżeli             jest dodatnio określona                  powyższe równanie ma 

jedno rozwiązanie      i jest ono minimum globalnym

( )xH Sx R
x



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 

Metoda mnożników Lagrange’ a
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- wektor

  współczynników

  Lgrange’ a
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 

nierównościowymi Metoda Kuhna – Tucker’a

Warunki konieczne optymalności:

Funkcja Lagrange’ a:
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Numeryczne metody optymalizacji

𝑥∗ → 𝐹 𝑥∗ = min
𝑥∈𝐷𝑥

𝐹(𝑥)

Problemy analityczne:

1. Nieliniowa złożona funkcja celu 𝐹 i 

ograniczeń 𝜑 oraz 𝜓.
2. Nieróżniczkowalność funkcji 𝐹, 𝜑 

oraz 𝜓.

3. Nie jest znana postać analityczna 

funkcji 𝐹, 𝜑 oraz 𝜓, można jedynie 

„zmierzyć” wartość funkcji 

4. Duży wymiar wektora zmiennych 

decyzyjnych. 



Metody numeryczne

Konstruujemy ciąg przybliżeń na podstawie wartości funkcji           w danym 

punkcie
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Numeryczne metody optymalizacji

𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛, … , 𝑥𝑁 ≈ 𝑥∗

𝐹 𝑥0 > 𝐹 𝑥1 >  … > 𝐹 𝑥𝑛 >  … > 𝐹 𝑥𝑁 ≈ 𝐹(𝑥∗)

Algorytm

𝑥𝑛+1 = Ψ 𝑥𝑛 , 𝑥0

• Wybór kierunku 

poszukiwań.

• Optymalizacja w 

kierunku.

• Warunki zatrzymania 

procedury.



Wybór kierunku poszukiwań

• Kierunki bazowe i ich 

modyfikacje – metody 

bezgradientowe.

• Kierunki oparte na 

gradiencie funkcji – 

metody gradientowe.



Optymalizacja w kierunku

𝑥0 - punkt początkowy

𝑥1 - punkt końcowy

𝑑 - kierunek

𝜏 - długość kroku w 

kierunku

𝜏∗ → 𝐹 𝑥0 + 𝜏∗𝑑 = min
𝜏

𝐹(𝑥0 + 𝜏𝑑)

𝑥0, 𝑑 – ustalone 𝐹(𝑥0 + 𝜏𝑑) ≜ 𝑓(𝜏)
𝑓(𝜏) – funkcja jednej zmiennej (długości kroku 𝜏)

𝜏∗ → 𝑓 𝜏∗ = min
𝜏

𝑓(𝜏)

optymalizacja w kierunku ≡ optymalizacja funkcji jednej zmiennej



Warunki zatrzymania procedury

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛 < 𝜀; 𝐹 𝑥𝑛+1 − 𝐹 𝑥𝑛 < 𝛿; 
𝐹 𝑥𝑛+1 − 𝐹 𝑥𝑛

𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛
< 𝜚

Uwaga!



Dobra rada

𝑥𝑛 − 𝑥′𝑛′ <  𝜀

𝑥0, 𝑥′0  - różne punkty początkowe

𝑥𝑛, 𝑥′𝑛′ - odpowiednie punkty końcowe



• Metody optymalizacji w kierunku

– Podział równomierny

– Podział na połowę

– Złoty podział

– Aproksymacji kwadratowej

– Metoda pierwszej pochodnej

– Metoda znaku pochodnej

– Metoda Newtona

– Metoda Bolzano
13



• Bezgradientowe metody optymalizacji

– Hooka-Jevesa z krokiem dyskretnym

– Rozendrocka z krokiem dyskretnym

– Hooka-Jevesa z krokiem optymalnym

– Rozendrocka z krokiem optymalnym 

– Powella – kierunków sprzężonych 

– Neldera-Meada (simplex)

14



• Gradientowe metody optymalizacji

– Gradientu prostego

– Najszybszego spadku

– Newtona

– Fletchera-Reevesa (gradientu sprzężonego)

– Zmiennej metryki



• Metody optymalizacji z ograniczeniami

– Transformacji zmiennych

– Funkcji kary

• Kary zewnętrznej (kary)

• Kary wewnętrzne (bariery)

– Metody modyfikacji kierunku

– Metoda compleks

16



Optymalizacja w kierunku

𝑥0 - punkt początkowy

𝑥1 - punkt końcowy

𝑑 - kierunek

𝜏 - długość kroku w 

kierunku

𝜏∗ → 𝐹 𝑥0 + 𝜏∗𝑑 = min
𝜏

𝐹(𝑥0 + 𝜏𝑑)

𝑥0, 𝑑 – ustalone 𝐹(𝑥0 + 𝜏𝑑) ≜ 𝑓(𝜏)
𝑓(𝜏) – funkcja jednej zmiennej (długości kroku 𝜏)

𝜏∗ → 𝑓 𝜏∗ = min
𝜏

𝑓(𝜏)

optymalizacja w kierunku ≡ optymalizacja funkcji jednej zmiennej



Przykład

𝐹 𝑥 = 𝑥 1 − 2
2

+ 𝑥 2 − 1
2

,  𝑥0 =
−2
−2

, 𝑑 =
1
1

𝑥1 = 𝑥0 + 𝜏𝑑 =
−2
−2

+ 𝜏
1
1

=
−2 + 1 ∗ 𝜏
−2 + 1 ∗ 𝜏

𝐹 𝑥0 + 𝜏𝑑 = −2 + 𝜏 − 2 2 + −2 + 𝜏 − 1 2 =
𝜏 − 4 2 + 𝜏 − 3 2 = 2𝜏2 − 14𝜏 + 25 ≜ 𝑓(𝜏)

𝑓′ 𝜏 = 4𝜏∗ − 14 = 0

𝜏∗ = 3.5

𝑥1 = 𝑥0 + 𝜏∗𝑑 =
−2
−2

+ 3.5 ∗
1
1

=
1.5
1.5



Metody zawężania odcinka

Założenie: 𝜏∗ ∈ [𝑎, 𝑏]



Spełnienie założenia 𝝉 ∈ [𝒂, 𝒃]



Podział równomierny

𝜏0 = 𝑎
𝜏𝑛 = 𝜏0 + 𝑛𝜀
𝜏∗ ≈ ǁ𝜏 → 𝑓 ǁ𝜏 = min

1≤𝑛≤𝑁
{𝑓(𝜏𝑛)}

𝑁 =
𝑏−𝑎

𝜀
 -  liczba wyliczeń 

wartości funkcji

Przykładowo dla:

∆= 𝑏− = 1, 𝜀 = 0.01

𝑁 =
𝑏 − 𝑎

𝜀
=

1

0.01
= 100



Podział równomierny

𝜏0 = 𝑎
𝜏𝑛 = 𝜏0 + 𝑛𝜀
𝜏∗ ≈ ǁ𝜏 → 𝑓 ǁ𝜏 = min

1≤𝑛≤𝑁
{𝑓(𝜏𝑛)}

𝑁 =
𝑏−𝑎

𝜀
 -  liczba wyliczeń 

wartości funkcji

Przykładowo dla:

∆= 𝑏− = 1, 𝜀 = 0.01

𝑁 =
𝑏 − 𝑎

𝜀
=

1

0.01
= 100



Zawężanie odcinka

𝑓 𝛼𝑛 ? 𝑓(𝛽𝑛)

𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝛽𝑛

𝑎𝑛+1 ≔  𝑎𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝛽𝑛

𝑓 𝛼𝑛 > 𝑓(𝛽𝑛)
𝑎𝑛+1 ≔ 𝛼𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛



Metoda podziału na połowę

𝛼𝑛 =
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝛿

𝛽𝑛 =
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 + 𝛿

 
 𝑁 =? dla 𝜀 = 0.01, ∆= 𝑏 − 𝑎 = 1

Dane: 𝑎0, 𝑏0, 𝜀, 𝛿
Krok 0:       𝑛 = 0

Krok 1:       𝛼𝑛 =
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 − 𝛿

𝛽𝑛 =
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 + 𝛿

Krok 2:       Jeśli 𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝛽𝑛  to

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝑎𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝛽𝑛,

                   w przeciwnym razie

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝛼𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛.

Krok 3:       Jeśli 𝑏𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 ≥ 𝜀 to
                   𝑛 ≔ 𝑛 + 1, idź do kroku 1,

                   w przeciwnym razie

                   ǁ𝜏 =
1

2
𝑎𝑛+1 + 𝑏𝑛+1  (STOP)



Oszacowanie liczby kroków procedury

• ∆0= 𝑏0 − 𝑎0 = 1                początkowa długość odcinaka

• ∆1=
1

2
∆0                      długość odcinka po jednym kroku

• ∆2=
1

2
∆1=

1

2

2
∆0        długość odcinka po dwóch krokach

• ⋮ 

• ∆𝑁=
1

2
∆𝑁−1= ⋯ =

1

2

𝑁
∆0  długość odcinka po N krokach procedury

• Oczekujemy, że po N krokach procedury długość  odcinka będzie 

mniejsza od 𝜀. 

• Zatem liczba niezbędnych kotków  procedury spełnia warunek 

 ∆𝑁=
1

2

𝑁
∆0≤ 𝜀   

• dzielimy przez ∆0



Oszacowanie liczby kroków procedury

•
1

2

𝑁
≤

𝜀

∆0
 logarytmujemy obustronnie 

• 𝑙𝑛
1

2

𝑁
≤ 𝑙𝑛

𝜀

∆0
             czyli 

• 𝑁 𝑙𝑛
1

2
≤ 𝑙𝑛

𝜀

∆0
         dzielimy obustronnie przez 𝑙𝑛

1

2
. 

Ponieważ 𝑙𝑛
1

2
jest liczbą ujemną zmieniamy znak nierówności. 

Czyli minimalna liczba kroków procedury spełnia warunek:

• 𝑁 ≥
𝑙𝑛

𝜀

∆0

𝑙𝑛
1

2

 =
ln 0.01

ln 0.5
 =

4.605

0.693
 ≈ 7

Ponieważ w każdym kroku procedury wyliczany dwie wartości funkcji to liczba 

koniecznych wyliczeń wartości funkcji wynosi:

• Liczba wyliczeń wartości funkcji = 2N = 14



Metoda 𝜸 podziału

𝑏𝑛 − 𝛼𝑛

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
=

𝛽𝑛 − 𝑎𝑛

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
= 𝛾

𝛼𝑛 = 𝑏𝑛 + 𝛾 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

𝛽𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝛾 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

 
   𝑁 =? dla 𝜀 = 0.01, ∆= 𝑏 − 𝑎 = 1

Dane: 𝑎0, 𝑏0, 𝜀, 𝛾
Krok 0:       𝑛 = 0
Krok 1:       𝛼𝑛 = 𝑏𝑛 + 𝛾 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛

𝛽𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝛾 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

Krok 2:       Jeśli 𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝛽𝑛  to

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝑎𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝛽𝑛,

                   w przeciwnym razie

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝛼𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛.

Krok 3:       Jeśli 𝑏𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 ≥ 𝜀 to
                   𝑛 ≔ 𝑛 + 1, idź do kroku 1,

                   w przeciwnym razie

                   ǁ𝜏 =
1

2
𝑎𝑛+1 − 𝑏𝑛+1  (STOP)



Oszacowanie liczby kroków procedury

• ∆0= 𝑏0 − 𝑎0 = 1    początkowa długość odcinaka, 𝜀=0.01

• ∆1= ∆0                      długość odcinka po jednym kroku

• ∆2= ∆1=  2∆0        długość odcinka po dwóch krokach

• ⋮ 

• ∆𝑁= ∆𝑁−1= ⋯ =  𝑁∆0  długość odcinka po N krokach procedury

• Oczekujemy, że po N krokach procedury długość  odcinka będzie 

mniejsza od 𝜀. 

• Zatem liczba niezbędnych kotków  procedury spełnia warunek 

 ∆𝑁=  𝑁∆0≤ 𝜀   

• dzielimy przez ∆0



Oszacowanie liczby kroków procedury

•  𝑁 ≤
𝜀

∆0
 logarytmujemy obustronnie 

• 𝑙𝑛  𝑁 ≤ 𝑙𝑛
𝜀

∆0
             czyli 

• 𝑁 𝑙𝑛  ≤ 𝑙𝑛
𝜀

∆0
         dzielimy obustronnie przez 𝑙𝑛  . 

Ponieważ 𝑙𝑛  jest liczbą ujemną zmieniamy znak nierówności. 

Czyli minimalna liczba kroków procedury spełnia warunek:

• 𝑁 ≥
𝑙𝑛

𝜀

∆0

𝑙𝑛
 

• Ponieważ w każdym kroku procedury wyliczany dwie wartości funkcji to liczba 

koniecznych wyliczeń wartości funkcji wynosi:

• Liczba wyliczeń wartości funkcji = 2N

𝛾 =? ?



Metoda złotego podziału

𝛾2 + 𝛾 − 1 = 0

𝛾 =
5 − 1

2
≈ 0.618

1.
𝛽𝑛+1−𝑎𝑛+1

𝑏𝑛+1−𝑎𝑛+1
= 𝛾, czyli

𝛼𝑛 − 𝑎𝑛

𝛽𝑛 − 𝑎𝑛
=

𝑏𝑛 + 𝛾 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

𝑎𝑛 + 𝛾 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 − 𝑎𝑛
=

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 + 𝛾(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)

𝛾(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)
=

1

𝛾
− 1 = 𝛾

2.
𝑏𝑛+1−𝛼𝑛+1

𝑏𝑛+1−𝑎𝑛+1
= 𝛾, czyli

𝑏𝑛 − 𝛽𝑛

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
=

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 + 𝛾 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛

𝑏𝑛 − 𝑏𝑛 − 𝛾 𝑏𝑛 − 𝑎𝑛
=

𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 + 𝛾(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)

𝛾(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛)
=

1

𝛾
− 1 = 𝛾



Metoda złotego podziału c.d.

𝛾2 + 𝛾 − 1 = 0

𝛾 =
5 − 1

2
≈ 0.618 

   𝑁 =? dla 𝜀 = 0.01, ∆= 𝑏 − 𝑎 = 1

Dane: 𝑎0, 𝑏0, 𝜀, 𝛾 =
5−1

2

Krok 0:       𝑛 = 0
                  𝛼0 = 𝑏0 + 𝛾 𝑎0 − 𝑏0

                  𝛽0 = 𝑎0 + 𝛾(𝑏0 − 𝑎0)
Krok 1:      Jeśli  𝑏𝑛 − 𝑎𝑛 < ε, to

                  ǁ𝜏 =
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 (STOP)

                  w przeciwnym razie → krok 2

Krok 2:       Jeśli 𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝛽𝑛  to

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝑎𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝛽𝑛,

                   𝛽𝑛+1 ≔  𝛼𝑛, 
                   𝛼𝑛+1 ≔ 𝛽𝑛 + 𝛾(𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)
                   𝑛 ≔ 𝑛 + 1, idź do kroku 1

                   w przeciwnym razie

                   𝑎𝑛+1 ≔  𝛼𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛,

                   𝛼𝑛+1 ≔  𝛽𝑛, 
                   𝛽𝑛+1 ≔ 𝛼𝑛 + 𝛾(𝑏𝑛 − 𝛼𝑛)
                   𝑛 ≔ 𝑛 + 1, idź do kroku 1



Oszacowanie liczby kroków procedury

•  𝑁 ≤
𝜀

∆0
 logarytmujemy obustronnie 

• 𝑙𝑛  𝑁 ≤ 𝑙𝑛
𝜀

∆0
             czyli 

• 𝑁 𝑙𝑛  ≤ 𝑙𝑛
𝜀

∆0
         dzielimy obustronnie przez 𝑙𝑛  . 

Ponieważ 𝑙𝑛  jest liczbą ujemną zmieniamy znak nierówności. 

Czyli minimalna liczba kroków procedury spełnia warunek:

• 𝑁 ≥
𝑙𝑛

𝜀

∆0

𝑙𝑛
 teraz 𝛾 =

5−1

2
≈ 0.618 

• Ponieważ w każdym kroku procedury wyliczany dodatkowo wartości funkcji to liczba 

koniecznych wyliczeń wartości funkcji wynosi:

• 𝑙𝑛= 𝑙𝑛0.618 =- 0.481

• 𝑁 ≥
𝑙𝑛

𝜀

∆0

𝑙𝑛𝛾
 =

ln 0.01

ln 0.618
 =

4.605

0.481
 ≈ 9,578 ≈ 10

• Liczba wyliczeń wartości funkcji = N+1 =10+1 =11



Metoda aproksymacji kwadratowej

𝑎 < 𝑏 < 𝑐
𝑓 𝑎 ≥ 𝑓 𝑏
𝑓 𝑏 ≤ 𝑓 𝑐

𝑞(𝜏) – aproksymacja kwadratowa

𝜏∗ - minimum funkcji 𝑞(𝜏)

𝑞 𝜏 =
𝑓(𝑎)(𝜏 − 𝑏)(𝜏 − 𝑐)

(𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑐)
+

𝑓(𝑏)(𝜏 − 𝑎)(𝜏 − 𝑐)

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)
+

𝑓(𝑐)(𝜏 − 𝑎)(𝜏 − 𝑏)

(𝑐 − 𝑎)(𝑏 − 𝑐)

𝜏∗ =
1

2

𝑓 𝑎 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑓 𝑏 𝑐2 − 𝑎2 + 𝑓(𝑐)(𝑎2 − 𝑏2)

𝑓 𝑎 𝑏 − 𝑐 + 𝑓 𝑏 𝑐 − 𝑎 + 𝑓(𝑐)(𝑎 − 𝑏)



Metoda aproksymacji kwadratowej

𝑓 𝑏𝑛 ≥ 𝑓(𝜏𝑛
∗ )

𝑎𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛
∗

𝑐𝑛+1 ≔ 𝑐𝑛

𝑓 𝑏𝑛 < 𝑓(𝜏𝑛
∗ )

𝑎𝑛+1 ≔ 𝑎𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛

𝑐𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛
∗

𝑓 𝑏𝑛 ≥ 𝑓(𝜏𝑛
∗ )

𝑎𝑛+1 ≔ 𝑎𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛
∗

𝑐𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛

𝑓 𝑏𝑛 ≥ 𝑓(𝜏𝑛
∗ )

𝑎𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛
∗

𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛

𝑐𝑛+1 ≔ 𝑐𝑛

𝑐𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 < 𝜀 ǁ𝜏 = 𝜏𝑛+1
∗



Metoda aproksymacji kwadratowej

Dane: 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0, 𝜀
Krok 0: 𝑛 = 0

Krok 1: 𝜏𝑛 =
1

2

𝑓 𝑎𝑛 𝑏𝑛
2−𝑐𝑛

2 +𝑓 𝑏𝑛 𝑐𝑛
2−𝑎𝑛

2 +𝑓(𝑐𝑛)(𝑎𝑛
2 −𝑏𝑛

2)

𝑓 𝑎𝑛 𝑏𝑛−𝑐𝑛 +𝑓 𝑏𝑛 𝑐𝑛−𝑎𝑛 +𝑓(𝑐𝑛)(𝑎𝑛−𝑏𝑛)

Krok 2: Jeśli 𝑏𝑛 < 𝜏𝑛 to idź do kroku 3

             w przeciwnym razie

                Jeśli 𝑓 𝑏𝑛 ≥ 𝑓(𝜏𝑛) to 𝑎𝑛+1 ≔ 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛, 𝑐𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛   idź do kroku 4

                w przeciwnym razie 𝑎𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛, 𝑐𝑛+1 ≔ 𝑐𝑛 idź do kroku 4 

Krok 3: Jeśli 𝑓 𝑏𝑛 ≥ 𝑓(𝜏𝑛) to 𝑎𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛, 𝑐𝑛+1 ≔ 𝑐𝑛       idź do kroku 4

             w przeciwnym razie 𝑎𝑛+1 ≔ 𝑎𝑛, 𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛, 𝑐𝑛+1 ≔ 𝜏𝑛 idź do kroku 4 

Krok 4:  Jeśli 𝑐𝑛+1 − 𝑎𝑛+1 ≥ 𝜀 to 𝑛 ≔ 𝑛 + 1                                    idź do kroku 1

             w przeciwnym razie ǁ𝜏 =
1

2
(𝑎𝑛+1 + 𝑐𝑛+1)      (STOP)



Metoda pierwszej pochodnej

𝜏𝑛+1 = 𝜏𝑛 − 𝛾𝑛𝑓′ 𝑡𝑛  𝛾𝑛 > 0, 𝜏0

lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 𝛾

෍

𝑛=0

∞

𝛾𝑛 = ∞

np. 𝜏𝑛+1 − 𝜏𝑛 < 𝜀    (STOP) 

𝜏0

𝜏1 = 𝜏0 −  𝛾0𝑓′ 𝜏0

𝜏2 = 𝜏1 − 𝛾1𝑓′ 𝜏1 = 𝜏0 − 𝛾0𝑓′ 𝜏0 − 𝛾1𝑓′ 𝜏1

𝜏𝑛+1 = 𝜏𝑛 − 𝛾𝑛𝑓′ 𝜏𝑛 = ⋯ = 𝜏0 − 𝛾0𝑓′ 𝜏0 − 𝛾1𝑓′ 𝜏1 − ⋯ − 𝛾𝑛𝑓′ 𝜏𝑛

𝜏𝑛+1 − 𝜏0 = | ෍

𝑘=0

𝑛

𝛾𝑘𝑓′ 𝜏𝑘 | ≤ ෍

𝑘=0

𝑛

𝛾𝑘 𝑓′ 𝜏𝑘 ≤ max
0<𝑘<𝑛

𝑓′ 𝜏𝑘 ෍

𝑘=0

𝑛

𝛾𝑘

𝜏∞ − 𝜏0 ≤ ෍

𝑘=0

∞

𝛾𝑘 = ∞



Metoda znaku pierwszej pochodnej

𝜏𝑛+1 = 𝜏𝑛 − 𝜗𝑛𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑓′ 𝜏𝑛

𝛾𝑛𝑓′ 𝜏𝑛 = 𝛾𝑛 𝑓′ 𝜏𝑛 ∗ 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑓′ 𝜏𝑛 = 𝜗𝑛 𝑠𝑖𝑔𝑛[𝑓′(𝜏𝑛)], gdzie 𝜗𝑛 = 𝛾𝑛 𝑓′ 𝜏𝑛

𝜗𝑛 > 0

lim
𝑛→∞

𝜗𝑛 = 0, bo lim
𝑛→∞

𝑓′ 𝜏𝑛 = 0, lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 = 𝛾

෍

𝑛=0

∞

𝜗𝑛 = ∞ lim
𝑛→∞

𝜗𝑛 = lim
𝑛→∞

𝛾𝑛 𝑓′ 𝜏𝑛 = 0



Metoda Bolzano

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑎𝑛 ≠ 𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑏𝑛

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑎𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑓′(
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ))

𝑎𝑛+1 ≔
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

𝑏𝑛+1 ≔ 𝑏𝑛

𝑓′
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0

ǁ𝜏 ≔
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

(rzadko)

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑏𝑛 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑓′(
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) )

𝑎𝑛+1 ≔ 𝑎𝑛

𝑏𝑛+1 ≔
1

2
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛



Metoda drugiej pochodnej

𝜏0

𝜏𝑛+1 = 𝜏𝑛 −
𝑓′ 𝜏𝑛

𝑓′′ 𝜏𝑛

𝜏𝑛+1 − 𝜏𝑛 < 𝜀  (STOP)

𝑓 𝜏 = 𝑓 𝜏0 + 𝜏 − 𝜏0 𝑓′ 𝜏0 +
1

2
𝜏 − 𝜏0

2𝑓′′ 𝜏0 + 03( 𝜏 − 𝜏0 )

                                          𝑞(𝜏)

𝑞′ 𝜏 = 𝑓′ 𝜏0 + 𝜏∗ − 𝜏0 𝑓′′ 𝜏0 = 0

𝜏∗ = 𝜏0 −
𝑓′(𝜏0)

𝑓′′(𝜏0)



Dziękuję za uwagę

40
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