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Wykład 9b. Optymalny pomiar



Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 Sformułowanie problemu
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Niepewność – zmienna losowa



Podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności
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Podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności
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Podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności

 - wartość zmiennej losowej 

 K ,,, 21 = - zbiór dyskretny, 
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Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 Sformułowanie problemu

 

  

 

 
  

Opis systemu pomiarowego: ( )zhv ,=

gdzie: h – znana funkcja, wzajemnie jednoznaczna względem z 

V,Z →:h

V,v

( )vhz z ,1 −=

Przykłady funkcji h: ( ) zzhv +==  ,

( ) zzhv ==  ,

V – przestrzeń pomiarów(                                   )Lz == dimdim



Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 Sformułowanie problemu

Zakłócenia pomiarowe:

nz – wartość zmiennej losowej        z przestrzeni   

( )zf z


RR ,

( )f

Wyniki pomiarów:  NN vvvV 21=

z Z

– funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 

– obserwowany wektor wielkości, wartość zmiennej losowej 

– funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 

 

  

 

 
  

z





Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

Poszukujemy algorytmu estymacji:

 Możliwe rozwiązania:

o Metoda najmniejszych kwadratów

o Metoda maksymalnej wiarogodności

o Metody Bayes’a

( )NNN V=



Metoda najmniejszych kwadratów

Założenia:

( ) zzhv +==  , – zakłócenia addytywne

  0=zE
z

– wartość oczekiwana zakłóceń wynosi zero

  zVar
z

– skończona wariancja zakłóceń

Algorytm estymacji otrzymujemy minimalizując empiryczną wariancje zakłóceń:

( ) ( )
=

−=
N

n

nNzN v
N

VVar
1

21
, 

( ) ( ) ( )


,min, NzNNNzNNNN VVarVVarV


=→=

Empiryczna wariancja zakłóceń:

Algorytm estymacji:


=

=
N

n

nN v
N 1

1


 
 

 

 



Metoda maksymalnej wiarogodności

Założenia:

( )zhv ,= – system pomiarowy opisany jest dowolną 
funkcją h, wzajemnie jednoznaczną 
względem z

( )zf zPostać funkcji gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zakłóceń            jest znana      

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa obserwowanej zmiennej losowej     

( ) ( )( ) ,,, 1

hzzv Jvhfvf = − 

v

gdzie: - Jacobian, macierz przekształcenia odwrotnego.
hJ

( )
v

vh
J z

h



=

− ,1 

Funkcja wiarogodności ma postać:
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gdzie:



Metoda maksymalnej wiarogodności

Algorytm estymacji otrzymujemy w wyniku maksymalizacji 
funkcji wiarogodności:

( ) ( ) ( )


,max, NNNNNNNN VLVLV


=→=



Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład 1

Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa zakłóceń:
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2
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Opis systemu pomiarowego:

( ) zazahv +== , ( )  −== − vvhz z ,1

Macierz Jakobiego:

( )
( ) 1
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=−=
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
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−
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

v
dv

d

v

vh
J z

h
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Charakterystyka systemu pomiarowego:

 
 

 

 

( ) zzhv +==  ,



Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład 1

Gęstość rozkładu prawdopodobieństwa :

( )
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Funkcja wiarogodności:
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Algorytm estymacji:
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Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład

Opis zakłóceń: ( )
 
 



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
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−

,
1
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Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład

Macierz Jakobiego: 

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa obserwowanej 
zmiennej losowej:
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Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład

Funkcja wiarogodności:

( )
 

 








=

=

=








,0,,2,1for0

,0,,2,1for
1

,

n

nN

NN

vNn

vNn

VL





( )
 

 















=





n
Nn

n
Nn

N

NN

v

v

VL

1

1

max0

max
1

,








for

for

 

  

 

 



Metoda maksymalnej wiarogodności

 Przykład

Algorytm estymacji:

( )  n
Nn

NNN vV


==
1
max

Interpretacja:

     n
Nn

n
Nn

n
Nn

N zzv


===
111
maxmaxmax 

 

  

 

 



Metody Bayes’a bez obserwacji


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
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Postacie funkcji gęstości rozkładów prawdopodobieństwa            oraz              są znane .

Metody Bayes’a z obserwacją

Założenia:

( )zhv ,= – system pomiarowy opisany jest dowolną funkcją, wzajemnie jednoznaczną 
    względem z

( )zf z

( ) ( )( )  ( )( ) ( ) 


===

N

N

NNNN
V

df

dVdVfVLVLER
V




,,,
,

( )f

Dana jest funkcja strat                , gdzie       jest wartością estymaty obserwowanej wielkości.( ) ,L

Ryzyko:

gdzie: łączny rozkład prawdopodobieństwa( )NVf ,

( ) ( ) ( )NNN VfVfVf =  ,



gdzie jest warunkową, a       brzegową  funkcją gęstości rozkładu prawdopodobieństwaf  f 

– obserwowany wektor wielkości, wartość zmiennej losowej RR ,

 

  

 

 



Metody Bayes’a

gdzie:

( ) ( )( ) ( ) ( ) 


=

N

NNNN dVVfdVfVLR
V

 ,

( ) ( )  ( )( ) ( )


=== 


dVfVLVLEVr NNNN ,,,
df

Problem: ( ) ( )=→


RR NN min

r – ryzyko warunkowe

( ) ( ) ( )
NNNNNN VrVrV ,min, 

 
=→=

Problem sprowadza się do następującego zadania :



Szczególny przypadek

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Szczególny przypadek

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Metody Bayes’a

( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )
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

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


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





( ) ( )( ) N

N

n
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 =

−

1

1
, 

( ) ( ) ( )( )
=

−
N

n

hnzzN JvhffVf
1

1 , 

Gdzie  funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori:



Metody Bayes’a

 Przykład 

Opis zakłóceń: ( ) 







−=

2

2

2
exp

2

1

zz

z

z
zf



Opis systemu pomiarowego:
( ) ,, zzhv +==  ( )  −== − vvhz z ,1

Rozkład prawdopodobieństwa:
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( ) ( ) −−=,L
Funkcja strat:

 
 

 

 



Metody Bayes’a

 Przykład 

Macierz Jakobiego: 
( )

( ) 1
,1

=−=



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


v
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d

v
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J z

h

Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa obserwowanej zmiennej: 
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Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori  
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Metody Bayes’a
 Przykład

( ) ( ) ( )( )
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Dla funkcji strat: ( ) ( ) −−=,L ryzyko warunkowe:
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Funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa a posteriori po przekształceniach:  



Metody Bayes’a

 Przykład

1o – mała liczba pomiarówN

W wyniku minimalizacji ryzyka warunkowego otrzymujemy algorytm estymacji:
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
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Dyskusja:

2o

( ) z

 mN 

– pomiary bezwartościowe

→N

( ) z
- dobre pomiary


=


N

n

nN v
N 1

1
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Dziękuję za uwagę
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