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Powyższe zadanie można rozwiązać krok po kroku optymalizując po 
jednej zmiennej i uzależniając od pozostałych.

Przyjmijmy oznaczenia:

xSxmSmlSlS MmLlFF DD === ,,2,1,,,,2,1,,  



Optymalizacja wieloetapowa

( ) ( ) ( )SS
x

SSSSS xxxFxxxFxxGx
xSS

,,,min,,,,, 212111 
D



−

 =→=

( ) ( ) ( )( )1121211211 ,,,,,,,,,,, −




−− == SSSSSSS xxGxxFxxxFxxxF 

Krok 1.

Wartość funkcji celu w punkcie optymalnym:
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Ograniczenia w punkcie optymalnym:
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Krok 2.

Wartość funkcji celu w punkcie optymalnym:
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Ograniczenia w punkcie optymalnym:
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Krok S-1.

Wartość funkcji celu w punkcie optymalnym:
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Ograniczenia w punkcie optymalnym:
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

1x

Krok S.

Teraz możemy powrócić do zależności „G” wyznaczonych w poprzednich krokach 
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Przykład:
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Krok 2.
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dynamiczne



Programowanie dynamiczne

10

Proces dynamiczny:
onnn yxyPy ),,(1 =+ n – takt

nx – decyzja w n – tym takcie

ny – stan procesu w n – tym takcie

Zadanie decyzyjne: znaleźć ciąg decyzji: ,,,, 110
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Programowanie dynamiczne

Określmy przykładowe oceny ciągu decyzji oraz efektów decyzji
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Programowanie dynamiczne

Można postąpić w następujący sposób:
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Zadanie optymalizacji:

Ponieważ:

Jest równoważne zadaniu:

Do rozwiązania tego zadania można zastosować podejście wieloetapowe.



( ) ( ) ( )1100

1

0

1121110 ,,,,,,,,,,,, −

−

=

++− == N

N

n

nnnNN xxxyFyxAyyyxxxQ 

),( nn xyPnx 1+ny
onnn yxyPy ),,(1 =+


0y

1y 2y

𝑥𝑁−2

𝑦𝑁−2

𝑥1𝑥0 𝑥𝑁−1

𝑦𝑁𝑦𝑁−1



Programowanie dynamiczne

( ) ( ) ( )1100

1

0

1121110 ,,,,,,,,,,,, −

−

=

++− == N

N

n

nnnNN xxxyFyxAyyyxxxQ 

Uwaga:

Ostatni stan  𝑦𝑁 zależy od decyzji 𝑥𝑁−1 oraz stanu 𝑦𝑁−1, który zależy od 
poprzednich decyzji 𝑥0, 𝑥1, …, 𝑥𝑁−2.

Poprzedni stan  𝑦𝑁−1 zależy od decyzji 𝑥𝑁−2 oraz stanu 𝑦𝑁−2, który zależy od 
poprzednich decyzji 𝑥0, 𝑥1, …, 𝑥𝑁−3.

Stan  𝑦2 zależy od decyzji 𝑥1 oraz stanu 𝑦1, który zależy od poprzednich 
decyzji 𝑥0, 𝑥1.

Stan  𝑦1 zależy od decyzji 𝑥0 oraz stanu 𝑦0, który to wartości są znane. 

Do rozwiązania zadania optymalizacji powyższej funkcji można zastosować 
podejście wieloetapowe. Ze względu na specyficzną postać kryterium (suma 
funkcji decyzji 𝑥𝑛 oraz stanu 𝑦𝑛+1 w kolejnych taktach. Optymalizując kolejno 
od ostatniego składnika uzależniamy rozwiązanie od poprzedniego stanu i 
poprzednich decyzji.





( ) ( ) ( )1100

1

0

1121110 ,,,,,,,,,,,, −

−

=

++− == N

N

n

nnnNN xxxyFyxAyyyxxxQ 

),( nn xyPnx 1+ny
onnn yxyPy ),,(1 =+


0y

1y 2y

𝑥𝑁−2

𝑦𝑁−2

𝑥1𝑥0 𝑥𝑁−1

𝑦𝑁𝑦𝑁−1



Programowanie dynamiczne

Krok 1. ( )NNN
x

N yxAx
N

,min 11
1

−



−
−

→

( )11, −−= NNN xyPyWiemy że:

( ) ( )( )111111 ,,min
1

−−−−−



−
−

→= NNNN
x

NNN xyPxAyGx
N

( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( )1111111

11111

,,,,

,,min

1

1

−−−−−



−−



−−−



−−

==

==

−

−

NNNNNNNNN

NNNN
x

NN

yGyPyGAxyPxA

xyPxAyV

N

N

( ) ( )
−

=

++− =
1

0

1121110 ,,,,,,,,
N

n

nnnNN yxAyyyxxxQ 



Programowanie dynamiczne
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Krok 2.

Teraz wracamy:



Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Wektor parametrów      wyznaczamy na podstawie  N pomiarów

Pojawia się nowy N+1 pomiar 

Jak wyznaczyć (poprawić) parametr korzystając z nowego pomiaru?
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Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Przydatne przekształcenia algebraiczne:
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Przypadek liniowo – kwadratowy
Algorytm rekurencyjny

Oznaczmy przez: 

       

Niech:

Powyższe przyjmuje postać:
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Wyniki:
➢ wnioski i hipotezy
➢ metody projektowania
➢ metody zarządzania
➢ algorytmy sterowania
➢ metody diagnostyczne

odniesienie wyników
do obiektu

Efekt:
➢ nowa wiedza
➢ nowe obiekty
➢ procedury zarządzania
➢ urządzenia sterujące
➢ aparatura pomiarowo- 
 -kontrolna

zjawisko, 
proces, obiekt

eksperyment wyniki

badacz

model porównanie

doskonalenie 
(poprawa) modelu

Cel:
➢ poznanie
➢ projektowanie
➢ zarządzanie
➢ sterowanie
➢ diagnostyka
 itp.
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