Optymalizacja wieloetapowa




Optymalizacja wieloetapowa

* *

X, s Xoyerny Xg —> F(xf,x;",...,x’s"):Xl sz.iQE% F (X, X500y Xg)
9, =(X1,X2,---,XS)
X

X X, Xs | € R (X, Xy, %) =0,1=1,2,..., L,
1 S S

Powyzsze zadanie mozna rozwigzac krok po kroku optymalizujac po
jednej zmiennej i uzalezniajac od pozostatych.

Przyjmijmy oznaczenia:

F=F, ¢=¢1=12,....L, yv,=y,,m=L2...M Y =9



Optymalizacja wieloetapowa

Krok 1.

Wartos¢ funkcji celu w punkcie optymalnym:

Fs_l(xl,xz,...,xs_l)iFS(xl,xz,...,xg): Fs(xl,xz,...,GS(xl,...,xS_l))

Ograniczenia w punkcie optymalnym:
A

@(S—l(xl ----- XS—l):@(S (Xl ----- Xs 15 Xs :GS(Xl ----- Xs-1)):
[, %, X, [ e B

e G (X X )= Oy (X Xy, o, %o, )=0,1=2,2, ..., L,
\WmS(Xl’ Xyytoy GS(Xl ---- XS—l)): l//mS—l(Xl’ Xyytoe, )(3—1)S Oom=L12,..,M

S
»
—~
X
X
N

J



Optymalizacja wieloetapowa

Krok 2.
Xs 1 =G (X0 Xgp)— Fs_l(x1 | xz,...,xs_l): X rry@r; Fo (X)) Xyyenny Xg )
S-1 S-1

Wartos¢ funkgji celu w punkcie optymalnym:
A

FS_Z(X1 | xz,...,xs_z): Fs_l(x1 | xz,...,xg_l): Fs_l(x1 | xz,...,GS_l(xl,...,xs_z))

Ograniczenia w punkcie optymalnym:

T (X, ..., xs_z)i@xs_l(x1 ..... Xe g Xey =Gy (Koo Xy )=

X, X, - %, ] € RS2

Y01 X, G (X X, ) = 0o (X0 X0 0 X6, )=0,1=1,2, ..., L, ¢
\ Vs (X0 X, G (X X)) = Wi o (X4 Xor o0, X, ) <0, M =1,2, ..., M |




Optymalizacja wieloetapowa

Krok S-1.

XZ :GZ(Xl)_) FZ(Xl’X;): min FZ(Xl’XZ)

X, €Y%,

Wartos¢ funkgji celu w punkcie optymalnym:

A

Fl(xl ): F, (Xl XZ): F, (Xl ’GZ(Xl))

Ograniczenia w punkcie optymalnym:

A

@(1()(1): 7P (X1’ X; =G, (Xl ))

N

(X, € R:
¢I2(X1’ Gz(x1)): ¢|1(X1): 0,1=12,..., L,

V-

\WmZ(Xl’ C‘"z(xl)):')”ml(xl)S Oom=L12... M



Optymalizacja wieloetapowa

Krok S.
X = F,(x )= min F,(x)
X1€ %4
Teraz mozemy powrdéci¢ do zaleznosci ,G” wyznaczonych w poprzednich krokach

*

X



Optymalizacja wieloetapowa

Przykiad:
2 2
F(Xl’ Xz): X XX+ X, = FZ(Xl’ Xz)
Krok 1.
% * - 2 2
X; =G,(x )— Fz(xl, x2)= mln{ X2+ X, X, + xz}
Xy

a—szz(xl,xE) =x1+2x,=0>x, = —Exl = G,(xq1)
A * 1 1Y
Fl(xl): F(Xm Xz): F(Xl’GZ(Xl)): (X1)2 + X1(_§X1j+(_ixlj
3
Fl(xl):_xlz

A



Optymalizacja wieloetapowa

Krok 2.

Teraz wracamy:

X, =0



Programowanie
dynamiczne

O OB




Programowanie dynamiczne

Proces dynamiczny: Y, , = P(Y,,X,),¥s n —takt n=12,....N

X, — decyzja w n - tym takcie
X Y.
> P(yn : Xn) —> Y, - stan procesu w n - tym takcie
X X1 AN-2| XN—1
A A . A
=U =u > e e e ;O tu >
Yo Y1 Y2 Yn-2  YN-1 YN
Zadanie decyzyjne: znaleZ¢ ciag decyzji: XS , Xl* e X; oy

Po co? Po N krokach zamierzamy co$ osiggnaé np.: Yy =Y - zadany stan,
Przy czym wskaznik Q(XO veees Xn_gr Yireoor Y ) przyjmuje wartos¢ minimalng.

10



Programowanie dynamiczne

Okreslmy przyktadowe oceny ciggu decyzji oraz efektow decyzji

Np.:
N-1 .
Q(Xo Xireeo Xn-1 Yir Yoo yN): Xio Yn=Y
n=0
N-1 ,
Q(Xo Xpreeos An-as Y1 Yaueee Yn ): Xor YSY <Y
n=0
N-1
Q(Xo Xiyeeos Xn-1r Y10 Yooeees yN): (yn_yn) OSXn <X
n=1
N-1



Programowanie dynamiczne

Mozna postapi¢ w nastepujacy sposob:

Yo
Y, = P(yo’ XO)
A
Y, = P(Yl’ Xl): P(P(yo’ Xo)’ Xl): Pl(yO’ Xos Xl)
yn+1:P(yn’Xn)
Yn = P(yN—l’ XN—l): P(P(YN—2’ XN—Z)’ XN—l): = PN—l(yO’ Xor Xpreeny XN)

Po podstawieniu do Q(.) otrzymujemy:
N-— A

Q(XO’Xl 11111 Xn-1r Yir Yoreeos ZAn+1 Xy yn+1) (yo Xos Kpreees XN—l)



Programowanie dynamiczne

Poniewaz:
N _

1 A
Q(Xo’ Xpyeoory Xy Y Youeoan Yy ): ZAnJrl(Xn’ yn+1): F(yO’XO’Xl’“"XN—l)
n=0

Zadanie optymalizagcji:

Jest rownowazne zadaniu:

Xe X e Xy = F(You X XX )= min F(yg, %o, Xeo o1 Xy )

Xg s Xq - XN1

Do rozwigzania tego zadania mozna zastosowac podejscie wieloetapowe.



- P(yn’xn) Vi > yn+1 — P(yn’ Xn)’ yo

A2

X X1 XN-2| Xn-1
Yo Y1 Y, YN-2  YN-1 YN
N-1 A
Q(XO’Xl""’XN—l’yl’yZ""’yN): An+1(Xn’yn+1):F(yO’XO’Xl""’XN—l)



Programowanie dynamiczne

N-1 A

Q(Xo’ Xpeoon Xz Yo Yoo o on Y ): Z An+1(Xn’ yn+l): F(yo’ X Xl"“’XN—l)
n=0

Uwaga:

Ostatni stan yy zalezy od decyzji xy_, oraz stanu yy_,, ktory zalezy od
poprzednich decyzji xq, X1, ..., Xy—2.

Poprzedni stan yy_; zalezy od decyzji xy_, oraz stanu yy_,, ktory zalezy od
poprzednich decyzji xq, X1, ..., Xy—3.

Stan y, zalezy od decyzji x, oraz stanu y;, ktéry zalezy od poprzednich
decyzji xg, x.

Stan y; zalezy od decyzji xq oraz stanu y,, ktory to wartosci sa znane.

Do rozwigzania zadania optymalizacji powyzszej funkcji mozna zastosowac
podejscie wieloetapowe. Ze wzgledu na specyficzng postac¢ kryterium (suma
funkcji decyzji x,, oraz stanu y, 1 w kolejnych taktach. Optymalizujac kolejno
od ostatniego sktadnika uzalezniamy rozwigzanie od poprzedniego stanu i
poprzednich decyzji.



- P(yn’xn) Vi > yn+1 — P(yn’ Xn)’ yo

A2

Xo X1 XN-2| XN-1
47 ) 4 v ) 4
e e e e e AN e R
N\ T\ I " > >
Yo Y1 Y2 YN-2  VYN-1 YN

Q(Xo’ Xpveoos Xyt Y10 Yooeean Yy ): An+1(Xn’ yn+1): F(yo’ Xo Xl""’XN—l)



Programowanie dynamiczne

N-1
Q(XO’Xl cer Xy Yoo Yoo :ZAn X yn+1)
Kok X4 = MinA, (xN v)

Wiemy ze: Y = P yN )

X = Goa(Yna) > min Ay (g, Py 1))

A

VN—l(yN—l):minA (X 1 ’P(yN—l’XN—l)):
=A ( (yN 1 ))_AN (GN—l(yN—l)’ P(yN—l’GN—l(yN—l)))



Programowanie dynamiczne

Krok2.  x'  — rlll_? {AN—l(XN—Z’ yN—1)+VN—1(yN—1)}
Wiemy ze: Yna = F\Yno: XN—Z)

X:I—Z = GN—Z(yN—Z)_) rl:ll_? {AN—l(XN—Z’ P(yN—Z’ XN—2 ))+VN—1(P(yN—2’ XN—Z ))}

A

VN—Z(yN—Z): rI:II_I; {AN—l(XN—Z’ P(yN—Z’ XN—Z ))+VN—1(P(yN—2’ XN—Z ))} =

= {AN_l(X;—z’ P(YN—2’ XN_2 ))+VN—1(P(yN—2’ Xn-2 ))}:
:AN—l(GN—Z(yN—Z ) P(yN—Z’GN—Z(yN—Z )))+VN—1(P(yN—2’GN—Z(yN—Z )))



Programowanie dynamiczne

Krok N-1. X, —> rnxin{A2 ()(1,/)’2)+V2(Y2 )}
Wiemy ze: Y, =m

X =Gy(y,) = min{A, (4, P(y,, %)) +V, (P(y, )

) mm{A (X P(y1 )) (P(y11xl))}:

Vi(yy
A (X P(yl )) ( (yl ))
A, Gy (Y1) P(¥1, Gy (¥:))+V, (P(y,, Gi(y,)))



Programowanie dynamiczne

Krok N. XS —> min{Al(XO, y1)+V1(y1)}

s

Wiemy ze: Y. =F\Y,, XO)
X5 = Gy(¥o) > rrl(i)n{Al(Xo’ P(Yor %))+ V4 (P(Ys, %, ))}

Yo jest znang wartoscig i teraz mozemy wyliczy¢ kolejne wartosci
decyzji Xo J Xl 11111 XN 179

O O

XS o(YO)_)y1:P(yon;)
Xl* :. 1(y1)_) Y, = P(YZ,XZ)

X;I—Z = GN—Z(yN—Z)_) Yna = P(yN—Z’ X;—z)
X:I—l = GN—l(yN—l)_) YN = P(yN—l’ X:;I—l)



- P(yn’xn) Vi > yn+1 — P(yn’ Xn)’ yo

A2

Xo X1 XN-2| XN-1
47 ) 4 v ) 4
e e e e e AN e R
N\ T\ I " > >
Yo Y1 Y2 YN-2  VYN-1 YN

Q(Xo’ Xpveoos Xyt Y10 Yooeean Yy ): An+1(Xn’ yn+1): F(yo’ Xo Xl""’XN—l)



Programowanie dynamiczne

Przyklad: vy, .,=P(y,,X,)=2y,+X, Y,=0

Q(Xo,Xl,yl,YZ ZAn+1 X, yn+1) le( §+(yn+1_5)2):
(40,5 ) 6 + (-5

Krokd. oy min(xf +(y, —5)2)
X

Y, = 2y1 + X
X, =G,(y,)— min(xf +(2y, + %, —5)2)

. x . 5
2, +2(2y1+ X, —5): 0= X :Gl(yl):z— Y,

5 2 5 2 5 2
Vl(yl):(g_ylj "'(ZYN'E_yl_Sj :Z(yl_zj



Programowanie dynamiczne

2
X = GO(yO)_) rTl(i)n{(xg +(ZYO + X, —5)2)+ Z(Zyo + X, _§j }

2

Teraz wracamy:

.15 15 15
XO:E_)yl 2XO+E:E

5 15 5 5 §
% = ___:__)y1—2><0+— —
2 8 8 3 8



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

N

QN(H):Z(yn_yn)Z:ZN:(yn_(gT(D(Un))Z UN:[ul u, - UN]’ YN:[yl Y, - yN]

n=1 n=1
Wektor parametrow 6, wyznaczamy na podstawie N pomiaréw

0= 32006 0)| Syt

Pojawia si¢ nowy N+1 pomiar Uy, Yo
Jak wyznaczy¢ (poprawic) parametr korzystajac z nowego pomiaru?

‘9:|+1 = A(HL yUna YN+1)

Qua(6)= jz*j(yn 3. - jzf@n 9T olu,)f

. N+1 B N+1°
9N+l |:Z¢ i| Xzy“

n

3ol o) ol N+1>¢T<uN+1>Hi 10+ Ys)

n n=1 24



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Przydatne przeksztalcenia algebraiczne:

(A+BD'C) =A*-A'B(D+CA*B)'CA™
B=¢ _wektor kolumnowy

D=



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Oznaczmy przez: @, = go(un), n=12,...,N+1

N +1 - N -1
(Z (Dn(D: j (Z wn + ¢N+1§0N+1) =
n=1 =1

N - N -1 0 (DT N -1
_ N+17"N+1 T
_ (Z (Dn(Dn j [Z ] T N T 1 (Z ¢n¢n j
n-=1 1+ ¢N+1(Zn=1¢n(/)n ) N
N -1
Niech: Py = (Z §0n§0|: j
n=1

Powyzsze przyjmuje postac:

.
Pn1PNa

P .=P,—P P

e " N1+§0L+1PN§0N+1 "




Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

NN N
0* —|P —P N+1¥ N+1 P + —
N+1 [ N N 1+(D-I|\—I+1PN(DN+1 N)(;(Dnyn (DN+1yN+1]

PN(0N+1¢:I+1PN igp y - PN§0N+1(PL+1PN¢N+1VN+1 _

N
=P (Dnyn + P DO+ y +1
Né PEREITRE ¢L+1PN(0N+1 n=1 1+(0-l\rl+1PN¢N+1

N
N PN PnaYna T PN (0N+1yN+1(DL+1 PN Pny — PN (0N+1yN+1(0;+1 PN Pny — PN (0N+1¢L+1 IDN anlqpn Yn

= I:)N Zq)n yn + T =
) 1+ oy Pukna

N
=P i(ﬁ Yo + I:)N(DN+1yN+1 o PN¢N+1¢-III+1PN Zn:1¢” y”
N ~ non 1+ (D-IEI+1PN¢N+1

N Pu@niaYns N
= PN Z¢nyn +1 AL LA (yN+1 +(DII+1PN anlqp”yn)
n=1

=
+ QN Py Oy

= 0’: + KN+1(yN+1 _(0.|5+19N )

K _ Py ®na
N+l — T
1+ oy 1 Pyona

gdzie:



Przypadek liniowo - kwadratowy

Algorytm rekurencyjny

Podsumowujac, otrzymujemy nastgpujqcy algorytm

N
(Zconcon] annyn =Py chnyn, gdzie: P, (Zconcolj
n=1

9N+1 A(e uN+1 yN+1) 9 +KN+1[yN+1 (N+1 e;]

-1

K _ PN¢(UN+1)
N-+1
1+ §0(UN+1)T Py ¢(UN+1)

Py (P(u N+1 )gp(u N+1 )T Py

Py =Py —
" " 1+¢(UN+1)T PN¢(UN+1)




Sieé wielowarstwowa

29



Model neuronu (uproszczenie)

e
01
e
0,
y
¢ (x)
oI o000 )= ]

30



Funkcja aktywacji

Perceptron

) ldlax>0 P(x)
K =
—-1dlax <0 K

D(k)

Adaline

¢(K‘) =K Adaptive Linear Neuron /

1
¢(K) T 14 e—,BK
Lot /"
1+e P /

#(x) = tanh(Bx ) =

Neuron sigmoidalny

31



Uczenie neuronu

Neuron Adaline (Adaptive Linear Neuron) ¢ K)|l=K

¢u<°>=1

(1> 0o >

sl e y:¢(2¢95u(3)+90j:¢(¢9Tg0(u))=6’Tg0(U)
% 0, K y s=1

o0 ——> .

) 9:[9091"’93] (p(u):[l u(l)...u(S)]T
]
Uczenie: [Ul u2~--uN]=UN [y1 Yz“'yN]:YN

Qy (9)= i(yn -V, )2 = Z(yn — QTgp(un ))2 To juz byto

lub rekurencyjnie
32



Algortm rekurencyjny

9;+1 = A(QEI U YN+1): ‘9;\: T KN+1b’N+1 _§D(UN+1)T ‘9:\:]

KN = PN§0 uN+1
1+§9(UN+1)T PNCD(UNH)
P =P, Py ¢(UN+1)§0(UN+1)T Py

1+ §D(UN+1)T PN¢(“N+1)

33



Uczenie neuronu

Podobnie jak neuron Adaline (Adaptive Linear Neuron) ¢(K‘) - wzajemnie jednoznaczna

¢u<°>=1
1) 8, S S
- = y=¢(295u”+90]=¢(9%(u))
L < 900 y =
® 8:[90 91"'85]T ¢(U):[1 u(l)...u(s)]T
= o
Uczenie: [u1 u2-~uN]:UN [Y1 yz"‘yN]:YN

lub rekurencyjnie
34



Algorytm rekurencyjny

9:1+1 = A(le U YN+1): ‘9:1 T KN+1{¢_1(yN+1)_¢(uN+1)T 9;\:]

KN = I:)Ngﬁ(uNﬂ
1+(P(UN+1)T PN(”(UNH)
P =P Py §D(UN+1)¢(UN+1)T Py

1+§0(UN+1)T PN¢(UN+1)

35



Uczenie neuronu

QB)== (y — 0" p(u ))2 , 0, Neuron adaline

Numeryczna metoda optymalizacji (to bedzie)
0" —Q(o")=minQ(6)
0..,=0 — UVQQ(H:: ), 0, 1 - wspdtczynnik uczenia
vQ(0)=-(y-0"o(u)klu). 6,

8:+1 = 9: + n(yn+1 B H:T (0(un+1 ))(D(unﬂ )’ 0(:
An — (yn+1 o Q:T ¢(Un+l ))
Hr::tl = 0: + 77An¢(un+l)

36



Uczenie neuronu

1 : o ..
Q(@) =5 (y — ¢(9T go(u )))2 , 6, ¢ - funkcja aktywagji, rézniczkowalna

Numeryczna metoda optymalizacji (to bedzie)
0" —Q(o")=minQ(6)
9:+1 = 9: — UVQQ(H,T ), 9; 1 - wspdtczynnik uczenia

vQ(0) =y - 40" o) a;sz)co(u ) 6,

0:+1 — 9: + n(yn+l _ ¢(0:T (0(un+1 ))%Ef-) (0(un+1 )’ H;

0 = (s 000 oo, ) 2

0:+1 = 9: + nAn(D(unﬂ)

37



Sieé wielowarstwowa

38



j ([j—l)
j-1 i
| i, A
- (2) (0) Hio af | g
/,l - _ df y70s i
,UE) =¢|J[ZIUES)19|§S) +9i20)} y o Hja = o 'qu:{uJ_ j_ 'ugz—)l 0y J
J— .
S= : I
_ﬂgl_l )_ _,Ugl_jl_l)_ _eig j 1)_

39



Sieé wielowarstwowa

=g (1. j=12, ...,J. R ] _
J( -1 ) Y(l) ,ngl) @(1)(U,t9)
5@ (2) ot @ (y. ) ot

L= (o, 0)= (U, 6,). =7 = =06, 40,6 0,10, )= ( )2 o(u,0),

M =¢j(ﬁj-1’<91 ) i=23 .31 [yY] a0 1)(u,0))
df
0=10,,0,,....0
y=uy =9, (/UJ—i ) { v J}
0(6) = ZQn(H) Z[yn—cb(un O [y~ 00 = > > (30 = 00w, 0)) 10

n=11=1



Uczenie sieci wielowarstwowe;

T = () ol 25,02 0% 0 gm0 g
Q.(0)=1y, - d(u,.0)]" [y, - o(u,.0)] =3 (y -0V (u,,0)) =3 &V &=y -y =y -aV(u,0) 1=12 .., L

56 g6 _, @

ij,n+1 ij,n n (s)
Q. (9) 50, 00" | i
89(5) jn ﬂj—l,n
ij “=5},-(?n)
gl dia j=2
i
gjn =V !lju =
25,(51),,195}11,,1 daj=J-1,J-2,...1
Lp=1

idf d¢u (K )
5Jn =‘9Jn dK‘(I)

] 9(5 3(5)

iJ,n

f j-1

Z/uj—l ij +0Ij '

~

605, =01 127,604l | s=01,..,1,,, i=12,..,1,, j=12,...,J. 41

ij,n+l —



Optymalizacja funkcjonatu

X' (t) = <7 (x"(t))= min =7 (x(t))
Wariacja funkcjonatu: <)
ja funkcjonatu:

T X(t)+ on(t) o7 (x(t)+ oh(t))

Warunek konieczny A

07 (x(t)+ on(t))
k)

=0, Vh(t)

0=0




Optymalizacja funkcjonatu




Optymalizacja funkcjonatu

X'(t)> 7 (X' (t)= min =7 (x(t))
Przy ograniczeniach ek

7 (x(t)) = (). (x(t) =0, m=12,.. .M

Funkcjonat Lagrange’a L

< () 2)= 7 (K0)+ 2. 4,7 (V)

Wariacja Funkcjonatu Lagrange a .

< (x(t)+ on(t) 4) =7 (x(t)+ (t)+ 3, 4,7 (x(t)+ on(t))

Warunek konieczny =1

0. (x(t)+ on(t))

-0, vhit
=5 (t)

0=0




Optymalizacja funkcjonatu
zZ ograniczeniami przyklad

()te[t [ 7 (x(t

xt)l) jkt —tX(t dt+jx t)dt E

Z(x(t)+ oh(t),

jkt

+/1j

jx (tpt—E =0,
—t)(x(t)+ oh(t))dt
t)+oh(t))dt —E

—~




Optymalizacja funkcjonatu

Z ograniczeniami - przykiad

0 (x(t)+ oh(t))
06

2[4, ~1)+ 22(t)+ M) =0 wh(t

o0=0 t,

0=0

k. (t, —t)+2x(t)=0 = x(t):—iki(ta—t), telt,t ]

t, t, 1 2
“tt—E=0-E =0 —— k(t.—t)| dt=E
ftx = Jl gzt )

l*:izjgzkiz(ta—tht, X(t)=F+ VE k(t,-t), telt,t]




Model w badaniach systemowych

Efekt:

. » nowa wiedza

Wyniki: » nowe obiekty

» procedury zarzadzania
» urzadzenia sterujace

» aparatura pomiarowo-
-kontrolna

> wnioski i hipotezy
» metody projektowania odniesienie wynikoéw
> metody zarzadzania > do obiektu
» algorytmy sterowania
» metody diagnostyczne

zjawisko,
proces, obiekt

eksperyment wyniki
badacz
Cel:
» poznanie
> projektowanie v v
» zarzadzanie - model poréwnanie
» sterowanie

> diagnostyka

itp.
P doskonalenie

(poprawa) modelu [*

47



Dziekuje za uwage
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