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Metody Systemowe i 
Decyzyjne

Wykład 14. Podsumowanie



Analiza systemowa

 Analiza systemowa – zbiór metod i technik 
wspomagających analizę, projektowanie, zarządzanie i 
sterowanie w złożonych sytuacjach
o Systematyczny sposób analizy złożonych problemów w celu 

osiągnięcia określonego celu

o Opracowanie propozycji różnych rozwiązań z uwzględnieniem 
złożonego celu oraz wielu kryteriów oceny rozwiązania

o Wspomaganie decydenta w wyborze optymalnego rozwiązania 
spośród wielu  możliwości
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Model w badaniach systemowych
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Wyniki:
➢ wnioski i hipotezy
➢ metody projektowania
➢ metody zarządzania
➢ algorytmy sterowania
➢ metody diagnostyczne

odniesienie wyników
do obiektu

Efekt:
➢ nowa wiedza
➢ nowe obiekty
➢ procedury zarządzania
➢ urządzenia sterujące
➢ aparatura pomiarowo- 
 -kontrolna

zjawisko, 
proces, obiekt

eksperyment wyniki

badacz

model porównanie

doskonalenie 
(poprawa) modelu

Cel:
➢ poznanie
➢ projektowanie
➢ zarządzanie
➢ sterowanie
➢ diagnostyka
 itp.



Model w badaniach systemowych

 Model jest uproszczoną reprezentacją systemu, 
w czasie i przestrzeni, stworzoną w zamiarze 
zrozumienia zachowania systemu rzeczywistego

 Modele konceptualne

 Modele fizyczne

 Modele analogowe

 Modele matematyczne

 Modele komputerowe
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Zadanie identyfikacji

Obiekt 
identyfikacji 

Identyfikator

MODEL

Wejście Wyjście
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Zadanie identyfikacji – proces tworzenia modelu matematycznego obiektu na         
podstawie obiektu



Zadanie identyfikacji

1. Określenie obiektu identyfikacji

2. Określenie klasy modeli

3. Organizacja eksperymentu

4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

5. Wykonanie identyfikatora

6



Ad.1. Określenie obiektu identyfikacji

– wejście

– wyjście

– zakłócenia mierzalne

– zakłócenia niemierzalne
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Obiekt 
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Ad.2. Określenie klasy modeli

 Analiza zjawisk

 Analiza danych 
pomiarowych

 Model arbitralny

 Model oparty na wiedzy eksperta
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Ad.2. Określenie klasy modeli

 Obiekt w klasie modeli

Obiekt 
identyfikacji

un yn

u

y

Charakterystyka obiektu

yn

un

9



Ad.2. Określenie klasy modeli

 Wybór optymalnego modelu

Obiekt 
identyfikacji

Model

Ocena różnicy 
pomiędzy wyjściem 

obiektu i modelu

Charakterystyka 
obiektu

Model
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yn yn
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Ad.3. Organizacja eksperymentu

 

Obiekt statyczny 
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Charakterystyka 
obiektu



Ad.3. Organizacja eksperymentu
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Obiekt dynamiczny 
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Dynaamiczny obiekt dyskretny 
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Ad.3. Organizacja eksperymentu

Dla sygnału wejściowego            rejestrujmy odpowiedni sygnał wyjściowy            
lub w wybranych chwilach                                       obserwujemy odpowiednio ciąg 
wejść                  i wyjść 
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Ciągły obiekt dynamiczny



Ad.3. Organizacja eksperymentu

 Eksperyment pasywny
o Sygnały wejściowe :        ,           ,               ,             są tylko 

obserwowane

 Eksperyment aktywny
o Sygnały wejściowe :        ,           ,               ,             mogą być 

zaprojektowane (zaplanowane)
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Ad.4. Wyznaczenie algorytmu identyfikacji

Obiekt 
identyfikacji

Identyfikator

MODEL

Wejście Wyjście

( )NNN YU , −NU

−NY

−N

Seria pomiarowa wejść

Wyniki pomiarów wyjść

Algorytm identyfikacji
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Ad. 5. Wykonanie identyfikatora

 Algorytm identyfikacji
o Program komputerowy

o Realizacja sprzętowa
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Typowe zadania identyfikacji

Pomiar bez
 zakłóceń

Wyznaczenie 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
Identyfikacji

Znana 
charakterystyka 

obiektu

Obiekt
w klasie 
modeli

Nie jest znana
charakterystyka

obiektu

Wybór
Optymalnego

modelu

Pomiar z
 zakłóceniami

Estymacja 
parametrów 

charakterystyki 
obiektu

Obiekt
 deterministyczny

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
deterministyczn

y

Obiekt 
losowy

Wybór 
optymalnego 

modelu problem 
probabilistyczny
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Podstawowe zadania identyfikacji
podsumowanie
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Obiekt w klasie modeli Wybór optymalnego modelu
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Model jest optymalny:
• dla zadanej serii pomiarowej
• przyjętego modelu
• przyjętego wskaźnika 

jakości identyfikacji
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Pełna informacja
▪ Regresja I rodzaju

▪ Regresja II rodzaju

Niepełna informacja
• Estymacja wskaźnika jakości

• Estymacja parametrów rozkładu

• Estymacja rozkładu
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Metody:
▪ Najmniejszych 

kwadratów

▪ Maksymalnej 

wiarogodności

▪ Bayes’a
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Elementy (komponenty) systemu
- działające części
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Przykład systemu złożonego – produkcja aspiryny 
 



Nowe problemy

➢Opis systemu złożonego

➢ Identyfikacja przy ograniczonych możliwościach 

pomiarowych

➢ Identyfikacja lokalna i identyfikacja globalna

➢ Identyfikacja wielostopniowa



Model w badaniach systemowych
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Wyniki:
➢ wnioski i hipotezy
➢ metody projektowania
➢ metody zarządzania
➢ algorytmy sterowania
➢ metody diagnostyczne

odniesienie wyników
do obiektu

Efekt:
➢ nowa wiedza
➢ nowe obiekty
➢ procedury zarządzania
➢ urządzenia sterujące
➢ aparatura pomiarowo- 
 -kontrolna

zjawisko, 
proces, obiekt

eksperyment wyniki

badacz

model porównanie

doskonalenie 
(poprawa) modelu

Cel:
➢ poznanie
➢ projektowanie
➢ zarządzanie
➢ sterowanie
➢ diagnostyka
 itp.



Sformułowanie zadania wspomagania 
decyzji 

Decyzja: różne typy elektrowni

)1(x

Elektrownia wodna Elektrownia atomowa Elektrownia wiatrowa

Obrazy:
http://ziemianarozdrozu.pl/encyklopedia/67/hydroenergetyka
http://kresy24.pl/showNews/news_id/5871/
http://windy-future.info/2009/10/13/large-wind-turbine/

)2(x )3(x

Cel: minimalizacja kosztów wytworzenia:

Ograniczenia:

321 ,, ccc – koszt jednostkowy 
wytworzenia energii

)3(

3

)2(

2

)1(

1

)3()2()1(
),,( xcxcxcxxxF ++=

– spełnienie zapotrzebowania na energię: ++ )3()2()1( xxx

– możliwości poszczególnych elektrowni: 3,2,1,0 )( = nx n

n 

)3()2()1( ,, xxx - obciążenie elektrowni –     
zmienne decyzyjne
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Sformułowanie zadania wspomagania 
decyzji 

Zmienne decyzyjne:





















=
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)2(

)1(

Sx

x

x

x


Funkcja celu: )(xFy =

Zbiór rozwiązań dopuszczalnych (zwykle określony przez wskazanie ograniczeń):

xx D

Decyzja optymalna: ),(min)( xFxFx
xx D


=→

( ) ( ) xxxFxFx D=+→ *~~

( ))(max)(min xFxF −−=

Decyzja zadowalająca:
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Typowe zadania decyzyjne

Zadanie decyzyjne bez ograniczeń: S

x RD =

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami
równościowymi:

 SLxxxx L

S

x ==== ,0)(,,0)(,0)(: 21  RD

)1(x

)2(x

Zadanie decyzyjne z ograniczeniami 
nierównościowymi:

 0)(,,0)(,0)(: 21 = xxxx M

S

x  RD
)1(x

)2(x 0)(1 x

0)(2 x

0)(3 x
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Analityczne metody optymalizacji

 Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
– metoda współczynników Lagrange’a

 Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 
nierównościowymi – metoda Kuhna-Tuckera
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Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

Założenie:            jest funkcją ciągłą i różniczkowalną.

Zadanie optymalizacji: )(min)(
S

xFxFx
x RDx =

 =→

)(xF

Warunkiem koniecznym aby       było minimum lokalnym jest:
x

Sxx xF 0)(
*
=

Jeżeli jest funkcją pseudo - wypukłą, powyższe równanie jest warunkiem 
koniecznym i wystarczającym aby        było minimum globalnym

)(xF
x
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Jeżeli             jest dodatnio pół określona                  to rozwiązanie 
powyższego równania jest minimum globalnym

( )xH Sx R

Jeżeli             jest dodatnio określona                  powyższe równanie ma jedno 
rozwiązanie      i jest ono minimum globalnym

( )xH Sx R
x



Zadanie optymalizacji bez ograniczeń

Warunki optymalności drugiego rzędu:

Jeżeli jest dodatnio pół określona w punkcie        

to      jest minimum lokalnym

)( xH

)( xH

x

x

x
x

x
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( )xF

x

Sxx xF 0)(
*
=Równanie                                 może mieć wiele rozwiązań

Jeżeli jest ujemnie pół określona w punkcie        

to      jest maksimum lokalnym



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

Zadanie optymalizacji: )(min)( xFxFx
xx D




=→

 SLxxxx L

S

x ==== ,0)(,,0)(,0)(: 21  RD

0)(1 =x

)1(x

)2(x

xD
x
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

 Metoda współczynników Lagrange’ a

)()()()(),(
1

xxFxxFxL T
L

l
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
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1

Warunki konieczne optymalności:

Sxx xL 0),(
,
=  



Funkcja Lagrange’a:

,
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- wektor
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

Warunki optymalności drugiego rzędu:

Jeżeli jest dodatnio określona w punkcie        

to      jest minimum lokalnym

)( xH L

)( xH L

x

x
x

x
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Powyższy układ równań może mieć wiele rozwiązań

Jeżeli jest ujemnie określona w punkcie        

to      jest maksimum lokalnym

( ) ( ),xLxH xxL =Oznaczmy:

Jeżeli funkcja           jest wypukła, a ograniczenia są liniowe czyli mają 
postać                                                                     to powyższy układ równań 
ma jedno rozwiązanie i jest ono rozwiązaniem optymalnym 

( )xF
Llxpx l

T

ll ,,2,1,0)( ==−= 



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

 Metoda Lagrange’ a - Przykład 1

( ) ( )2)2(2)1(
)( xxxF +=

04)( )2()1( =−+= xxx

4

)1(x

)2(x

4









=

2

2
x

)(x
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

 Metoda współczynników Lagrange’a – Przykład 2 
rozwiązanie nieregularne

( ) ( )2)2(2)1(
)( xxxF +=

( ) ( ) 01)(
3)1(2)2(
=−−= xxx

)1(x

)2(x









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0

1
x
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

Sxx xL 0),(
,
=  



Jeżeli F(x) jest funkcją ciągłą, różniczkowalną i wypukłą oraz ograniczenia 

                                            są liniowe  to układ równań:

ma jedno rozwiązania i jest ono rozwiązaniem zadania optymalizacji z 
ograniczeniami  równościowymi.

Powyższy układ równań w tym przypadku jest warunkiem koniecznym i 
wystarczającym         

Lx
xL 0),(

,
=   
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami równościowymi 
Metoda mnożników Lagrange’ a

 Uogólniona metoda współczynników Lagrange’ a
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- z tego warunku otrzymamy

   rozwiązania regularne

Podobnie jak poprzednio otrzymane rozwiązania wymagają zbadania

 warunków drugiego rzędu czyli zbadania określoności macierzy:
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- z tego warunku otrzymamy rozwiązania

   nieregularne



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi 
Metoda Kuhna – Tucker’a

Zadanie optymalizacji:

)(min)( xFxFx
xx D
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi 
Metoda Kuhna – Tucker’a

Warunki konieczne optymalności:

Funkcja Lagrange’ a:
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 gdy rozwiązanie jest regularne

gdzie:
- wektor
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi 
Metoda Kuhna – Tucker’a

Przykład 1
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Przykład 2 – rozwiązanie nieregularne

Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi 

Metoda Kuhna – Tucker’a

( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )2

2

312

1

2)2(2)1(
12),( xxxxxxL  −−+++−=



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami nierównościowymi

Metoda Kuhna – Tucker’a Warunki regularności rozwiązania

1. Karlina: ograniczenia                                             - liniowe( ) ( ) ( )xxx M ,,, 21 

2. Slatera: ograniczenia                                             - wypukłe oraz zbiór rozwiązań
                   dopuszczalnych ma niepuste wnętrze

( ) ( ) ( )xxx M ,,, 21 

3.Fiacco – Mac Cormica: w punkcie optymalnym gradienty wszystkich ograniczeń
                    aktywnych są liniowo niezależne, czyli:
                                                                                         są liniowo niezależne( ) ( ) =




xxmx xxIm 

4. Zangwila: )()(  = xDxD

5. Kuhna – Tucker’a: dla każdego kierunku                     istnieje krzywa regularna
                     rozpoczynająca się w punkcie        i styczna do tego kierunku
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Rozwiązanie 
nieregularne



Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 

nierównościowymi Metoda Kuhna – Tucker’a

Warunki konieczna i wystarczające: 
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Jeżeli funkcje                                                      są ciągłe i różniczkowalne oraz 
funkcja           jest funkcją pseudo – wypukłą, a ograniczenia 
są funkcjami quasi – wypukłymi to wkład równań i nierówności:

( ) ( ) ( ) ( )xxxxF M ,,,, 21 

ma jedno rozwiązanie i jest ono rozwiązaniem zadania optymalizacji z 
ograniczeniami nierównościowymi



Szczególny przypadek
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Szczególny przypadek
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 
nierównościowymi - Punkt siodłowy
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Zadanie optymalizacji z ograniczeniami 
nierównościowymi - Punkt siodłowy
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Jeżeli              jest punktem siodłowym funkcji  Lagrange’a  L(x,) to jest 
rozwiązaniem zadania optymalizacji:   
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Numeryczne metody optymalizacji





Metody numeryczne

Konstruujemy ciąg przybliżeń na podstawie wartości funkcji           w danym 
punkcie
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Numeryczne metody optymalizacji



Wybór kierunku poszukiwań

• Kierunki bazowe i ich 
modyfikacje – metody 
bez gradientowe.

• Kierunki oparte na 
gradiencie funkcji – 
metody gradientowe.

• Inne



Optymalizacja w kierunku



Warunki zatrzymania procedury

Uwaga!



Metody optymalizacji w kierunku

 Metody optymalizacji w kierunku

o Podział równomierny

o Podział na połowę

o Złoty podział

o Aproksymacji kwadratowej

o Metoda pierwszej pochodnej

o Metoda znaku pochodnej

o Metoda Newtona

o Metoda Bolzano

51



Metody zawężania odcinka



Podział równomierny



Zawężanie odcinka



Metoda podziału na połowę





Metoda złotego podziału 



Metoda aproksymacji 
kwadratowej



Metoda aproksymacji 
kwadratowej



Metoda pierwszej pochodnej



Metoda znaku pierwszej 
pochodnej



Metoda Bolzano



Metoda drugiej pochodnej



Bezgradientowe metody optymalizacji

Bezgradientowe metody optymalizacji

oHooka-Jeevesa (z krokiem dyskretnym 
i optymalnym)

oRosenbrocka (z krokiem dyskretnym 
i optymalnym)

oPowella

oNeldera Meada

64



Metoda Hooka-Jeveesa – z krokiem 
dyskretnym



Metoda Hooka-Jeveesa – z krokiem 
optymalnym



Metoda Rozenbrocka – z krokiem 
dyskretnym



Metoda Rozenbrocka – z krokiem 
optymalnym



Metoda Powella – wektory 
sprzężone



Metoda Powella



Metoda Powella



Metoda Neldera-Meada 
(simplex)



Metoda Neldera-Meada 
(simplex)



Metoda Neldera-Meada



Gradientowe metody optymalizacji

Gradientowe metody optymalizacji

oGradientu prostego

oNajszybszego spadku

oNewtona

oGradientu sprzężonego

oZmiennej metryki

75



Metody gradientowe



Metoda gradientu prostego



Metoda najszybszego spadku



Metoda Newtona



Metoda Fletchera-Reevesa
(gradientu sprzężonego)



Metoda zmiennej metryki



Metody optymalizacji z ograniczeniami

Metody optymalizacji z ograniczeniami

o Transformacji zmiennych

o Funkcji kary

• Kary zewnętrznej (kary)

• Kary wewnętrzne (bariery)

o Metoda compleks

o Poszukiwania losowe

82



Metoda transformacji zmiennych



Przykład



Metody funkcji kary
Kary zewnętrzne (kary)



Przykłady funkcji kary zewnętrznej



Przykład



Kary wewnętrzne (bariery)



Kara wewnętrzna (metoda Carrola)



Przykład



Metoda modyfikacji 
kierunków



Metoda rzutowania - Rozena



Metoda Compleks (Boxa)
Metoda Neldera-Meada (simplex)



Poszukiwania losowe - Down Hill 

methods
Dane:

Krok 0: n=0, 

Krok 1: Generujemy  punkt         w zbiorze      wg rozkładu jednostajnego

Krok 2: Jeżeli                          podstaw  

Krok 3: Jeżeli              podstaw                idź do kroku 1

Krok 4: 

( ) NDxxF x ,,, 0

xD1+nx
nxx =

*
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1 xFxF n + 1

*

+= nxx

Nn  1+= nn
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Poszukiwania losowe
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dxxF

xF
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*
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Metody optymalizacji inspirowane 
naturą

● są często metaheurystykami lub heurystykami

● wykorzystują analogię do procesów zachodzących w naturze w procesie

    przeszukiwania przestrzeni rozwiązań między innymi:

 ○ błądzenie losowe (random walk)

 ○ symulowane wyżarzanie (simulated annealing)

 ○ algorytmy genetyczne

 ○ strategie ewolucyjne

 ○ algorytmy mrówkowy (ant colony optimization)

 ○ algorytm pszczeli (artificial bee colony)

 ○ algorytm roju cząsteczek (particle swarm optimization)

 ○ algorytm świetlika (firefly algorithm)

 ○ algorytm kukułki (cuckoo search)

 ○ algorytm nietoperza (bat algorithms)

 ○ algorytm zapylania kwiatów (flower pollination algorithms)
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Zadanie programowania liniowego



Interpretacja graficzna

1. Rozwiązanie leży w 

wierzchołku



Interpretacja graficzna

2. Rozwiązanie leży na odcinku



Interpretacja graficzna

3. Rozwiązanie nieograniczone



Postać kanoniczna



Metoda simplex

1. Wyznaczenie rozwiązania początkowego

2. Kryterium zbieżności – zatrzymanie procedury

3. Przechodzenie z jednej bazy do drugiej

4. Postępowanie przy rozwiązaniach zdegenerowanych



Algorytm simplex



Algorytm simplex

Zmienn
e 
bazowe



Programowanie kwadratowe
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Zadanie programowania 
ilorazowego
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Programowanie całkowitoliczbowe

 Programowanie całkowitoliczbowe

Zmienne decyzyjne:  Ssxx s

xx ,,2,1,)( == CDD

)1(x

)2(x

zero – jedynkowe (Boolowskie)
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 Mx xxxx ,,, 21 =D - typoszereg

Inne równoważne

( )   Ssxx s

x ,,2,1,1,0 ==D - programowanie



Programowanie całkowitoliczbowe



Podejmowanie decyzji 
w warunkach niepewności

Niepewność opisana zmienną 
losową

Gra z naturą

Podejście growe

110



Niepewność opisana zmienną
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Podejmowanie decyzji w warunkach
niepewności – gra z naturą

Rodzaj
uprawy

Warunki pogodowe a
min

A
max

H()

 = 0.5susze normalne deszcze

1 8 10 12 8 12 10

2 10 11 7 7 11 9

3 9 13 8 8 13 10.5

4 11 10 6 6 11 8.5

5 10 10 9 9 10 9.5

 max

ia iA- minimalna korzyść dla i – tego

   wiersza 

- maksymalna korzyść dla i – tego

   wiersza 

ia iA

( ) ( )  1,01 −+=  iii AaH





0 1
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( ) ( ) −+= 11172H

( ) ( ) −+= 11164H

( ) ( ) −+= 11383H

( ) ( ) −+= 11095H

( ) ( )  i
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

=

=0,75

Podejmowanie decyzji w warunkach
niepewności – gra z naturą

1=ia0=iA



Gry w podejmowaniu decyzji

Gra  dwuosobowa o sumie zerowej

Macierz wypłat  dla gracza A:                   Macierz wypłat  dla gracza B:

B
    A … …

… …

… …

… … … … … … …

… …

… … … … … … …

… …

B
    A … …

… …

… …

… … … … … … …

… …

… … … … … … …

… …

Gracz A maksymalizuje zyski                           Gracz B minimalizuje straty  

Zwyczajowo podaje się macierz wypłat dla gracza A   



Gry w podejmowaniu decyzji

 Typowe podejście do rozwiązywania gier

o Wyznaczenie punktu siodłowego

o Usunięcie strategii zdominowanych 

o Wyznaczenie strategii mieszanej dla:

• N=2 i M=2

• N>2 i M>2



Gry w podejmowaniu decyzji

Gra  dwuosobowa o sumie zerowej

Punkt siodłowy:                               =

B
    A min

… …

… …

… …

… … … … … … …

… …

… … … … … … …

… …

max
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MmNn
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minmax
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maxmin
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minmax nm
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maxmin



Gry w podejmowaniu decyzji

Strategia zdominowana i dominująca

Gracz A dysponuje strategiami: 

Strategia        jest zdominowana przez strategię        

(dominującą)

jeżeli                                                           

Gracz B dysponuje strategiami: 

Strategia        jest zdominowana przez strategię        

(dominującą)

jeżeli                                                           

nA  nA 

mnmn aaMm  = ,2,1

NAAA ,,, 21 

MBBB ,,, 21 

mB  mB 

mnmn aaNn  = ,2,1



Gry w podejmowaniu decyzji
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Gry w podejmowaniu decyzji
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Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza A
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Gracz A maksymalizuje  zysk

Zatem należy minimalizować wyrażenie
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Przy ograniczeniach:

Ostatecznie zadanie dla gracza A

NnVxp Ann ,,2,1,min ==



Gry w podejmowaniu decyzji

Zadanie dla gracza B
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Gracz B minimalizuje  straty

Zatem należy maksymalizować wyrażenie
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Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 Sformułowanie problemu

 

  

 

 
  

Opis systemu pomiarowego: ( )zhv ,=

gdzie: h – znana funkcja, wzajemnie jednoznaczna względem z 

V,Z →:h

V,v

( )vhz z ,1 −=

Przykłady funkcji h: ( ) zzhv +==  ,

( ) zzhv ==  ,

V – przestrzeń pomiarów(                                   )Lz == dimdim



Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

 Sformułowanie problemu

Zakłócenia pomiarowe:

nz – wartość zmiennej losowej        z przestrzeni   

( )zf z


RR ,

( )f

Wyniki pomiarów:  NN vvvV 21=

z Z

– funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 

– obserwowany wektor wielkości, wartość zmiennej losowej 

– funkcja gęstości rozkładu prawdopodobieństwa zmiennej 

 

  

 

 
  

z





Zakłócony pomiar wielkości fizycznej

Poszukujemy algorytmu estymacji:

 Możliwe rozwiązania:

o Metoda najmniejszych kwadratów

o Metoda maksymalnej wiarogodności

o Metody Bayes’a

( )NNN V=



Zadanie polioptymalzacji
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)(,),(),( 21 xFxFxF M

x – wektor zmiennych decyzyjnych

– kilka różnych funkcji celu – ocena wielokryterialna
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Polioptymalizacja

Syntetyczny wskaźnik jakości
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H(.) – funkcja monotoniczna ze 

względu na każdą składową



Polioptymalizacja

Optymalizujemy wybrany wskaźnik, 

Pozostałe wskaźniki spełnione są w sposób zadowalający.

 

 

 

 

 

)(1 xFNiech               - wybrany wskaźnik
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Wskaźniki spełnione w sposób zadowalający



Polioptymalizacja

Uszeregowane wskaźniki jakości – priorytety wśród wskaźników
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Polioptymalizacja
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Zbiór punktów kompromisowych
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Optymalizacja wieloetapowa
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Powyższe zadanie można rozwiązać krok po kroku optymalizując po 

jednej zmiennej i uzależniając od pozostałych.

Przyjmijmy oznaczenia:
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Optymalizacja wieloetapowa
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Ograniczenia w punkcie optymalnym:



Optymalizacja wieloetapowa
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Ograniczenia w punkcie optymalnym:
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Optymalizacja wieloetapowa
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Krok S.

Teraz możemy powrócić do zależności „G” wyznaczonych w poprzednich krokach 
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Dekompozycja i koordynacja zadania 
optymalizacji

)(min)( xFxFx
x xD


=→ ( )),(,),,(),,()( wxFwxFwxFHxF K

K

II

II

I

I =

( ) ( ) 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

MMMLLL

w

wx

wx

wx

x

w

wx

wx

wx

x

w

x

x

x

x

xxxx

K

Ik

wk

K

Ik

wk

M

M

M

M

M

w

KK

IIII

II

L

L

L

L

L

w

KK

IIII

II

S

K

II

I

x

ML

S

x

S

x

w

K

II

I

w

K

II

I

=+=+





























=















































==























=























=























==

==


==

,

0

0

0

0

0

,

,

,

,0

0

0

0

0

,

,

,

,

0,0;,

























RD

RDRD



Programowanie dynamiczne


0y

1y 2y 1−Ny Ny

0x 1x 1−Nx

( ) ( ) ( )1100

1

0

1121110 ,,,,,,,,,,,, −

−

=

++− == N

N

n

nnnNN xxxyFyxAyyyxxxQ 

),( nn xyPnx 1+ny
onnn yxyPy ),,(1 =+



Programowanie dynamiczne
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Programowanie dynamiczne
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Dekompozycja i koordynacja zadania 
optymalizacji

Zadanie rozwiązujemy w dwóch etapach.

Etap I: Dla ustalonej zmiennej koordynacyjnej w rozwiązujemy K zadań

Następnie wyznaczamy wartość:

Etap II: wyznaczamy optymalną wartość zmiennej koordynacyjnej rozwiązując 

zadanie:
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Dekompozycja i koordynacja zadania 
optymalizacji
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Egzamin

 Metody systemowe i decyzyjne

 Termin 0 – ostatni wykład: 

 24.06.2026 (środa) sala 41, bud. C-4, godzina 730-900 

 Termin 1: 

 1.07.2026 (środa) sala 41, bud. C-4, godzina 730-900 

 Termin 2: 

 8.07.2026 (środa) sala 41, bud. C-4, godzina 730-900 
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Termin „zero”- zasady


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Dziękuję za uwagę
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